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Laurent-sorfejtés

1. a Hatdrozzuk meg az

2
(2 —2i)(z—4)

fiiggvény 1 koriili Laurent-sorait! Melyik sor allitja el? a fiiggvényt a 3+2i pontban?

Mo. Parcialis tortekre bontas. Mivel z-2i-(z-4)=-2i+4, ezért

N o (Y(=2i4+4)  1/(=2i+4)
ftuj_z[:—?ﬁ(:—*—l)_z( z—4 22§ )

és valoban, mert

1 —2i+ 4

i1 (z—2i—(z—4)) =—_23_+4 —

azaz

9 1 _Y(=i42) 1/(-i+2)
f(”)_'(;g—ﬂi)(z—%:l > 4 z— 2

A sort a z, = 1 koriil kell sorba fejteni, azaz a z — 1 hatvanyai szerepelnek majd az dsszegben. Ehhez z-1-nek
szerepelnie kell a nevez?kben:

1 1 1 1
f(?jz —i+2 o —i+2 _ o —it2 itz
i z—141-4 z-1+1-21 z—-1-3 z—-1+41-—-2

Két szingularitas: z = 4 és z = 2i. Ezeknek a tavolsdga a kozépponttdl:

[1-41=3 és

1—2i] =V5

A sorfejtés kozéppontja, az 1 koriil tehat harom olyan koérgy?r? rajzolhatd, melyben regularis lesz a
fliggvény:

L) Iz-1I<I2i-11, azaz |:3 - 1| < \/5
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=4 ~—
IL) 12i-11<lz-11<4-11, azaz V5 < |z — 1] <3
10L.) 3<lz-11.

A 3+2i pont a II. tartomdanyba esik, mert a sorfejtés kozéppontjatdl vald tavolsaga:

VB <|3+4+2i—1=v8<3

korlap

melyen beliil a sor reguldris és z — 1-nek csak nemnegativ hatvdnyai szerepelnek a sorban. Ilyenkor
"http://wiki.math.bme.huz — 1 melletti tagbdl csindlunk mértani sort"http://wiki.math.bme.hu:

1 L . 1 : 1 L
i s = N S == S S
z—1-3 z—1+1-2i -3 = +1 1-2 -3 14
Alkalmazva a
_ Z q'i"!
n=>0
formulét,halgl<1la
z—1 z—1
3 N 1P
hanyadosokra kapjuk:
1 1 Xz 1\" 1 1 Sz —13\" &1
ﬁJ—3ﬁ+ﬂ;(3)_L4FHEEL%J)_£ﬁ—E

ma Vo<|z—1<3 Korgyr?,

melyben az els? tag reguldris, de a masodik mar nem. Ilyenkor "http://wiki.math.bme.hua z-1-et emeljiik ki a
nevez?b?1"http://wiki.math.bme.hu:

1/(—i+2) 1/(—i+2) 11 1 11 1

z—2i z—141-2 z—1l—-it2142 > 1 4421 2]

Tehat itt:

1 1" Con (26 —1)" 1
(}_ZSE G(ﬁ) (z_lj_ﬂzz;j 3+2|: n+l

IIL.) Végiil a |z-11>3 korgy?r’n
e _

NN 1 1 i = (20 —1)" 1
f':“*)_ﬂz;_lga G.(”—lj _Z —i+2 (:_”n+1

n=u

1. b Fejtsiik sorba a 0 koriil az

Laurent-sorfejtés 2
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) 1
f(z) = )

fliggvényt! Melyik sor allitja el? a fiiggvényt az 1+2i-ben?

Mo. A szingularitasok: 0, +i, -i. A sorfejtés kozéppontja, a nulla koriil tehat két olyan korgy?r? rajzolhatd,
melyben reguldris lesz a fiiggvény: 1.) O<lzl<1 és I1.) IzI>1. Az 1+2i pont a II. tartoményba esik, mert

. A fiiggvényt nem kell parcidlis tortekre bontani, mert 1/z szorzétényez?ként szerepel és

1 < |1+ 2i]V5
a masodik tényez? pont mértani sor alaki q=-z"2-tel.

I.) O<lIzl<1. "http://wiki.math.bme.huEkkor az nevez?beli 1-bdl kell 1-et
0

csindlni"http://wiki.math.bme.hu:
f{v) — ; — E; — £ i(_mﬂ)ﬂ _ Z[_]_:l?i,,‘zn—l
b - ?2 - ] ~2 - b -
"(1 +z :l 21— (_" ) = n=0 n=0
Es a konvergencia tartoménya valéban:

|—:2|{1<:1-|:|~f:1(:5é0)

IL.) I<lzl. "http://wiki.math.bme.huEkkor az nevez?beli z*2-b?l kell 1-et

csindlni"http://wiki.math.bme.hu:

1) 11 1 11 1 1?':( 1) i( 1)

S T S e} 2] T —iz

r+1 - 1 - = “ n=0 = n=0

Es a konvergencia tartomdnya valdban:

-1/ <1& 2] > 1

Komplex egyenlet
2. a) Oldjuk meg az
E’_ =3 + 1
egyenletet!

Mo.
\/§+ i — EanEzE

mert a szoge 30 fok, a hossza 2. Ezért az egyenlet

ef: _ E_ln-z+ig

azaz

e | =
|
—_
=
]
_|_
=]

Komplex egyenlet



A3_2016_gyak_2
1
— T2z T k
wotetem

2. b) Oldjuk meg a

cosz =21
egyenletet!
Mo.
cre o
2
e’ —|— e * =4i
(e*)? — die* +1 =10
w = = e°
w —diw+1=0

4i :I:w’—lﬁ— i iw’—? 4i%2
: : : ‘/_E—ZE:I:\/_E—EZ:I:\/_

e =

E (2 + ‘/_ (2 1 \/_ _ E:‘ln 2+v'“—]l _1% _ E:,111 2-|—\,.'"—:|+1_
ez 42+\.f{_il+z—

— ¢l®
— In(2 + V/5) —|—a’%—|—2m’k =/

e* —i(2—V5) i(2 — V/5) = Jn(vVE-2) i3 In(vE-2)+id

— D) g 2T
e? Eln(\.-'@ )+i =

3T
:g=]11(\/5—2]—|—i7r—|—2?rik kel

Harmonikus tarskeresés

Reziduum és korintegral

4. a)
ef — 1
j£ , dz
sin z
|z|=2
b)
Cos =
% - dz
sin 2z
[z]|=1
)

Harmonikus tarskeresés 4
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2 1
j{ —cos—dz

|z|=2

Mo. a) Szingularitésai: sin z = U; z=rkm , tehat a koron beliil csak a z=0-ban szakad. Mivel a szamlalo
és anevez? is 0 a nullaban, ezért a L'H-lal kiszamithato a hatarértéke, ha van. L'H-lal:

. €T — . E" .
lim — = lim =1
z—0 8In z z—0 Ccos z
Vagy
e =1 . sinz
lim =1 im =1
z—0 =z z=0 =z
miatt
et —1 oef =1 z
lim — = lim - =1
z—0 sin z =0z sinz

Tehat megsziintethet? a szingularitas. Ez a fiiggvény megtévesztésig hasonlit egy regularis fiiggvényre,
azaz az integrdlja a Cauchy-integraltétel miatt 0. Vagy regularis a O-n kiviil, a koron beliil és mivel ott
1

megsziintethet? a szingularitds, ezért nincs a Laurent-sordban f?rész, azaz nincs < -s tag. Emiatt

I
RESU — ﬂ. Innen:

et — 1
j£ , z=10
sin =

|z]=2
- rIL.ﬂ_
b) Szingularitsai: sin2z =0, T 2 | tehat a koron beliil csak a z=0-ban szakad. Itt cos(0)=1és
ol oL (22)% (22) (22)7 s (227 (220 (22)
SN2z =2t T e T A e e

azaz pélusszingularitasa van és els?fokid p6lusa van a nullaban. Ezt onnan tudjuk, hogy CDE’[D) ?é D, és
anevez? gyoktényez?jét, 2z-t az els? hatvinyon lehet a legmagasabb hatvanyon kiemelni a sorbdl.

1. megoldds. Alkalmazhatjuk tehat az els?rend? pélus reziduumdnak képletét:

COS Z cos ()

1
Resy - =3
esof sin 2z ) sin(2z)].—g 2

Innen a reziduumtétellel:

Reziduum és korintegral
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CcOs Z ] COS Z )
i z = 2mi - Ret;g(( : ) = i
sin2z sin 2z

2z
lim — =1
z—+l 511
s 1 . 2z
}é‘ COB 2 g — ﬂg‘ 5 COS Z 75~ o
sin2z z
|z]=1 [z|=1

a szamlaloban reguldris, a nevez?ben els?fokd, azaz a nulladik derivéltra vontkoz6
Cauchy-integralformulabol:

, 1 2=z .
COSZ - 5 =57 . 1 2z 1
= ’f( ———==dz = 2milimcos z - — - — = 2mi— -
. z z—0 2 sin2:z 2
[z]=1
3. megoldds. Az éltalanos reziduumszamités képlettel. k-adfokd pélus esetén
R J’ 1 (k—1)
es. f = ——— lim ((z — 20)* f(2))'
(k— 1)! 220
Most k=1, azaz k-1=0, azaz nem kell derivélni, csak hatdrértéket szamitani:
COS Z COS Z . 1 z
% : dz milim z - — = 2milimcos z - — - —
sin 2z 250 sin 2z 20 2 sin2:z
|z|=
1
cos —
¢) Csak a 0-ban szakad (de ott nagyon). Laurent-sorba fejtve <t
1 ! 11 11 11
s =l 3T 1A G

=l

azaz a Laurent-sor f?részében végtelen sok tag van, ez azt jelenti, hogy fiiggvénynek a nulldban lényeges

szingularitasa van. Ilyen fiiggvény integraljat reziduumtétellel szoktuk kiszamitani. Innen:

1 L1 )221

| B2
(]
]
o
| —
I
[ I ]
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[a—
|
o] =
L] =
+
—_
|
|

Leolvasva a reziduumot, az 1/z egyiitthat6ja:

Rezq (%cos%) =2

2 1
j£ —cos —dz = 4mi

=

|z|=2

Reziduum és korintegral
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