Bolzano?Weierstrass-tételkor

A Bolzano? Weierstrass-tételkor és a hozzd kapcsol6dé allitasok R® jellegzetes topologiai tulajdonsdgaira
mutatnak rd. Lényegében a korlatos és zart halmazok kompaktsagardl szélnak.
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Sorozatkompaktsag és B?W-tétel

A Bolzano?Weierstrass-tétel az tigy nevezett sorozatkompaktsag fogalmaval kapcsolatban kulcsfontossagu
tényre mutat rd. Az emlitett fogalom a kovetkez?.

Egy K részhalmaz sorozatkompakt RN-ben (vagy még dltalanosabban egy M metrikus térben), ha minden a
K-ban haladé sorozatbdl kivalaszthaté K-beli hatarérték? konvergens részsorozat. Jelekben:

K sorozatkompakt
7 def

. \ .Z+ ‘ \ , 4+ Z+ \ e E . ) . \ -
Y(a,) € K d(ng) € (Z7) (n4) indexsorozat A dlim(a,, ) € K

A konvergens részsorozatra vonatkozo tétel RN-ben:

BoLZANO?WEIERSTRASS-FELE KIVALASZTASI TETEL. Korldtos sorozatnak van konvergens
részsorozata.

Bizonyitasat kiilon nézziik az egy és a tobbvaltozds esetre.

Kompakt halmazok és H?B-tétel

A metrikus terek analizisének egyik jelent? eredménye, hogy a sorozatkompaktsag és a topologikus
kompaktsag fogalma egybeeseik. Aldbb a topologikus kompaktsdgal és az 7zt motivalé tétellel, a
Heine?Borel-tétellel (vagy mas elnevezéssel Borel ?Lebesgue-tétellel) foglalkozunk.

Kompakt egy K halmaz, ha minden nyilt halmazrendszerb?l, melynek unidja lefedi K-t kivalaszthat6 véges
sok nyilt halmaz is, melyek véges uniéja még mindig lefedi K-t.

. N
HEINE?BOREL-TETEL. R -ben korlétos és zart halmaz kompakt.

Cantor-tétellel

A Cantor-féle kozosrész tétel egy ekvivalens megfogalmazasét fogjuk hasznélni. Eszerint, ha (£ Jaga
R-beli korlatos €s zart halmazok olyan nemiires rendszere, hogy minden A indexre létezik olyan A

index, hogy F F F</sub> </sub> (azaz lefelé irdnyitott), akkor az ‘¥ wJagA halmazrendszer metszete
nem iires.
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Jelolje A az I véges részhalmazainak halmazat és legyen tetsz?leges A-ra:

F,=K\[J

Ekkor a (¥=)ac4 halmazrendszer olyan, hogy minden eleme korlétos és zart R-ben és tetsz?leges
Araa := U elemolyan,hogyF F F</sub> </sub>. A tételt azt igazoln, ha belatnank, hogy van
olyan A, hogy F # ,ugyanis ekkor

K g U Qé
(1<a
teljestilne.

Ha (¥=)ac4 minden eleme nemiires volna, akkor a Cantor-axiéma fenti alakjabol kovetkezne, hogy
(| Fa #0
acA

ami ellentmondds, hiszen (£%)

kovetkezik, hogy

OOAFQ = [\—\094 (U 0,) S K\JQ=0

ca el

~£4 definicidjabdl és a halmazkivondsra vonatkoz6 de-Morgan-szabalybol

Tehdt van (£=)aca nak olyan eleme, mely iires, és az ezt indexez? ~ A-vala ({%)

lefedés lesz.

i€a g kivant tulajdonsagu

Bolzano? Weierstrass-tétellel

Mivel R teljesiti a mdsodik megszdmldlhatdsagi kritéruimot, azaz van megszamlalhaté kdrnyezetbazisa
(példdul a raciondlis végpontu nyilt intervallumok ilyet alkotnak), a K korlatos és zart halmazt lefed?
rendszerb?l kivalaszthaté megszdmlalhato részlefedés. Legyen ez ( ;)._, . Definidlunk egy K-ban haladé (x,)
sorozatot. Ha | lefedi K-t, akkor megtalaltuk a véges részlefedést. Ha | nem fedi le K-t, legyenx, K\ .
Ha , mar lefedi K-t, akkor szintén megtaldltuk a véges részlefedést. Ha nem, legyenx, K\ ( , 2)-
Igy folytatva biztos lesz olyan n, hogy ( Jiz," mar lefedi K-t. Tegylik fel ugyanis, hogy nem fedné le. Akkor
(x,) egy végtelen, K-ban halado sorozat lenne, aminek a Bolzano?Weierstrass-tétel szerint lenne u = K
s?r?s0dési pontja. Mivel ( ,),_, lefedi K-t ezért u-t is tartalmazza egy  nyilt halmaz. u-nak van _-be es?
nyilt kdrnyezete, €s ebben a kdrnyezetben végtelen sok (x,)-beli tag. (x,) konstrukcidja szerint minden n-re

( ;);_,"-ben csak véges sok tag lehet. Ez azonban ellentmond annak, hogy méar magiban _-ben is végtelen
sok tag van.

Tehat a véges nyilt lefedés kivélasztidsdnak fenti konstrukcidja véges sok 1épésben véget ér (bar, hogy mi lesz
ez a szam, el?re nem tudjuk megmondani sehogyan sem; s?t, mar magat ( ;),_, sem fogjuk tudni megadni

konstruktivan, kézzelfogahaté6 médon).

Kapcsolatok

R"-ben tehit a kompaktsdg ugyanaz, mint a sorozatkompaktsag.
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R véges dimenziészdma nagyon lényegesen hozzdjarul a fenti tételek fennallasihoz. Altalidban
(Haussdorf-térben) kompakt halmaz korlatos és zart. Am, van olyan végtelen dimenziés normalt tér, melyben

zért és korldtos halmaz nem kompakt. Legyen ugyanis ‘= (R)
suprémum:

a korlatos sorozatok tere. A téren a norma a

|5l = sup{[sn| | n € N}
Ekkor a
H:={sc[™R)||[s|| <1}
"hitp://wiki.math.bme hugdmb"http://wiki.math.bme.hu nem kompakt. Hasonl6 furcsasagokat jelentkeznek a

p-edik hatvanyon szummélhat6 sorozatok fp(R) terében is. Szdmunkra esetleg a véges sordsszeggel
rendelkez? “1R) &r bir jelent?séggel.
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