Linearis_altér

A V vektortér linearis alterének nevezziikk a WV halmazt, ha W vektorteret alkot ugyanazokkal a
m?veletekkel, melyek V-nek is m?veletei. Azt, hogy W altere V-nek a kovetkez?képpen jeloljiik:

W<V
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Altér jellemzése

Annak ellen?rzése, hogy egy vektortér részhalmaza altér egyszer?bben tiirténik anndl, minthogy ellen?rizziik,
hogy a részhalmazra teljesiilnek-e a vektortéraxiéomak. Altér jellemezhet? a kovetkez7kkel.

Tétel - Ha (V,+,.) vektortér a T test f6l6tt és a WV nemiires halmaz, akkor az aldbbi két kijelentés
ekvivalens egymadssal:

1. W altere V-nek

2. mindenu, v W-re és T-re:
Qu+v W
O v W

Tehat altér, ami zart az 0sszeadasra €és a szammal vald szorzasra.
Példak
Trivialis alterek

Barmely V vektortérben maga V és a nullvektort tartalmazé {0} halmaz altér. Az el?bbi dim V dimenziés, az
utébbi nulladimenzids.

Generalt altér

Hav,,v,,...,v, véges vektorrendszer a T test feletti V linedris térben, akkor a
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(Vl,Vg, ...,Vk> = {)\1V1 + AoVa + .. + ALV | A, Ao, o, A € T}

részhalmazat V-nek a { v, v,, ... ,v, } vektorrendszer dltal generalt altérnek vagy kifeszitett altérnek
neveziink.

Ez valéban altér, hiszen barmely két elemének Osszege és szimszorosa eleme az részhalmaznak:

()\1\’] +)\QV2+...+/\kvk)+(,u‘1vl+,ugv2+...+pkvk‘) = ()\J +/.l-]).VL+(/\Q+/.IQ‘).V2+...

AV + Aove + o+ Aevi) = (- A )ovy + (- Ag)ovo + oo+ (- A )ovi)
Az vektorrendszer rangjan éretjiik, a vektorrendszer altal kifesztett altér dimenzidjat:

r(vy, Vo, ..., Vi) = dim({vy, va, ..., Vi)
Matrix magtere és képtere

Ha Ttestés M T™™ azaz n X m-es martix, akkor

Ker(M) = {v e T"

Mv = 0}

az M martix magtere, azaz azon elemek a 7" vektortérb?l, melyeket a matrix a vele val6 szorz4s dltal a
nullaba visz és

Im(M)={MveT"|veT"}
az M képtere, azaz azon vektorok, melyek el?allnak valamely vektor és az M matrix szorzataként.
Praktikusan:

Ker(M) az M egyiitthatomdtrixii homogén linedris egyenletrendszer megolddsainak halmaza

Im(M) azon "http://wiki.math.bme.hujobb oldalak"http://wiki.math.bme.hu halmaza az Mx=y
egyenletrendszerben, melyekre az egyenletrendszer megoldhato.

Vildgos, hogy az els? esetben Gauss-elimindcidval kell megoldani a feldatot, a mdsodik esetben azokat az
y-okat kell behatérolni, amelyre az (Mly) kib?vitett egyiitthatomatrix rangja egyezik M rangjaval.

Linearis leképezés magtere és képtere
A Hom(V,U), akkor

Ker(A) = {velV | Av = 0}
Im(A) ={AvelU|veV}

Ezekkel a fogalmakkal kapcsolatos a vektorterek dimenziététele. HaA  Hom(V,U), akkor

dim Ker(A) + dimIm(A) = dim V'
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Feladatok

1. (altér jellemzése)
Alteret alkotnak-e?

¢ R[X]-ben, a val6segyiitthatés polinomok terében a
¢ { pldeg(p)=100 vagy p=0 }

¢ {pldeg(p)= 100 vagy p=0 }
¢ { p | p-nek van valés gyoke }

® A valés szamsorozatok terében a

¢ { s s korlatos }

¢ { s|skonvergens }

¢ {s|s véges sok helyen nemnulla}
e A valés fiiggvények terében a

¢ { f|f periodikus }

¢ {fIf(1)>0}

¢ {f|finjektiv }

2. (generalt altér)

Hény dimenzids alteret general az alabbi vektorrendszer? Adja meg a kifeszitett altér egy bazisat!

2 1 —2 3
—21 |9 —4 7
—4) \3

1 —1

B B

Megoldas

A vektorok az R térbeliek, igy az altér legfeljebb 3 dimenzids lehet. Ha A-val jeldljiik a fenti
oszlopvektorok alkotta matrixot, akkor a feladat megolddsban (azaz egymassal 6sszef?gg? vektorok
keresésében) segit az

A-x=0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasa. Ebb?l nem csak azt tudjuk majd meg, hogy linedrisan

fiiggetlenek-e (hiszen pontosan tudjuk, hogy nem azok, mert dim <‘4> <4 ), hanem hogy hany fiiggetlen
valaszthato ki, vagyis az A ragjat, r(A)-t. A-t Gauss-algoritmussal atalakitva:

2 1 -2 3 2 1 -2 3
2 9 —4 T | ~gag [0 10 =6 10| ~cap
-4 3 1 -1 0 5 —3 5
2 1 -2 3
~ca |0 10 —6 10
00 0 0

A megoldis: az utolsé két valtoz6 paraméternek vehet?, mondjuk ¢ és s, igy kifrva az egyenletrendszert:
20+ y—2t+4+3s=0
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10y — 6+ 10s =0 . 5y — 3t +5s=0
innen
3
y=-t—s
D
13 19 35) — 7 )
l—§(—gt+b—+— t—-b_)—l—of—b
2=t
v=3S8
a megoldds. Tehat minden ¢, s-re fenndll:
- 2 3 1 —2 3 0
(lOt—s) 2| +(zt—s)[9]+t|-4])+s[ T ] =10
—4 7 3 1 —1 0

Ezekb?l vildgosan l4thato, hogy az els? két vektor bdzisnak valaszthatd, mert a 3. és 4. kifejezhet?, rendre
t=1, s=0 vélasztdssal, majd t=0, s=1 vélasztissal.

Tehat:

dim{A) = 2 és az altér egy bazisa:
2

1
B = —21,19
—4 3

3. (magtér)

hiid

magterének dimenzidja és adja meg egy bazisat!

Mi az

'

W N
S
o

Megoldas.

Az A matrix magtere praktikusan az A x = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasai alkotta linedris
altér, egyenletrendszeres formdban:

Ker(A) = {(z,y,2,v) € R | 242y +32+4v=0 A 22+43y+42+50 =0}

El?zetesen, prébéljuk meg a szitudciét geometriailag elképzelni! A két egyenlet egy-egy hipersik az R*
térben, azaz két 3 dimenzids altér. Ezek metszete a feladat, azaz egy kétdimenzios altér, azaz egy geometiai
sik. Azt vérjuk tehdt, hogy a feladat megolddsa 2 dimenzids eltér lesz. Persze, ett?l még lehet hogy a feladat
nem a tipikus helyzetet adja, igy "http://wiki.math.bme.huvakon"http://wiki.math.bme.hu csak azt
mondhatjuk, hogy a keresett dimenziészdm legfeljebb 4.
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Gauss-eliminaciéhoz folyamodunk:

1 3 4 1 2 3 4
2 4 5| ©Melp —1 —2 -3

Szintén két valtozé paramétenek vehet? (v =s, z =t), igy a megoldas visszafejtve:

(VI N

z+4+2y+3t+4s5s=0
—y—2t—3s=0

innen

y = —2t —3s
rT=4t +6s5s—3t—4s =1+ 2s

a megolddsvektor az aldbbi, mely el?4ll a kovetkez? két vektor linedris kombindcidjaként:

t+ 2s 1 2
—2t — 3s B —2 ) —3

=t] . S
t T R A
\ s ) o) )
Azaz a magtér a fenti két kihozott vektor 4ltal generdlt altér. Ezek persze nyilvdnvaléan nem 6sszefiigg?k az
als6 két sor sztenderd bézisra utal$ alakja miatt (az 1-es sehogy se johet ki a 0-bél).

X =

Tehat

dim Ker A = 2 &5 a magtér egy bazisa:
1 2

Mi az
1 4 2
1 3 1
A 1 2 1

53 &

matrix képterének dimenzidja és adja meg a képtér egy bazisat!
1. megoldas.

Vildgos, hogy a matrix oszlopai elemei a képtérnek, ugyanis vannak olyan
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s
o | € R?
I3
oszlopvektorok, melyek szorzata a métrixal pontosan az oszlopvektorokat adja az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

sztenderd bazis R3-ban, ezekkel rendre beszorozva a matrixot, az oszlopokat kapjuk. A kérdés, hogy
generdljdk-e ezek a képteret, és hogy fiiggetlenek-e. A generdtorrendszerségre nyilvan igen a vélasz:

1 4 2 2 1 4 2
1 3 1 2 - | 3 1
1 2 1 T = I 1 + o 2 + T3

ERet HLCY A v B Ve R WY

Gauss-eliminacidval kideriil, hogy ezek a vektorok fiiggetlenek is, igy bazist alkotnak a képtérben.

2. megoldas

Egyszer?bb kinézet? bazishoz jutunk a kovetkez? eljarassal.

Azt kell megvizsgélnunk, hogy az (Aly) kib?vitett egyiitthatomatrixd linedris egynletrendszer milyen y-ra
oldhat6 meg. Az A-val val6 szorzas leképezése R3-bol képez R*-be. A képtér elvileg lehetne 4 dimenzids,

am a dimenzi6tétel szerint dim Ker A + dim Im A = dim R3, igy dim Im A legfeljebb 3. Ezt vérjuk.

A kib?vitett egylitthatomatrix:

1 4 9 Y I 4 2 Y1
1 3 1 y 0 =1 =T syges
Al)=1; o 53 TR 1D =2 Zi — ilﬁ e
LO =1 =l y4J 0 —1 —1 Yu J
1 4 2 Ui s Y
0 —=1 =1 Yo — Y1 o 0 —1 -1 Ya —
~GAlz | 1 ys—p1—(po—w1)] 10 O 1 Yz — Yo
\ﬁ 0 0 Ya — Y2+ J LO 0 0 -4+ le

ez pontosan akkor megoldhatd, ha teljesiil az
Ys =Y+ Y1 =0 0y V1 —Y2+Ys =0
egyenl?ség (homogén linedris egyenletrendszer) az y vektorra. Az egyenlet annak a hipersiknak az egyenlete,

mely maga a képtér. Az ezt kielégit? vektorok pontosan az (1,-1,0,1) martix magterét alkotjak, igy a egy
bdzisa a kovetkez?képpen allithat6 el?. y=t, z=r, v=s, T = — S

=) fe) o)
)

1. megoldas. 6

tehat dim = 3 és a bazis:
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