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A derivalt korlatossaganak témakore

Egyenletes folytonossag

A folytonossag lok4lis tulajdonsdg. Létezik azonban ennek a fogalomnak globdlis vdltozata is. A jellegzetes
kiilonbségre a két folytonossdg kozott, a kovetkez? kérdés mutat rd. Igaz-e, hogy a H halmazon folytonos f

fliggvény Kkiterjeszthet? igy a H halmaz lezartjara olymdédon, hogy a kiterjesztés is folytonos lesz? A vélasz
nem: az

™

f:(0,400) — R, z — sin —

T

fiiggvénynek nincs folytonos kiterjeszése a [0,+ ) zdrt halmazra, hisz a 0-ban nem létezik hatarértéke.

Az egyenletesen folytonos fiiggvények azonban ilyenek lesznek (aldbb egy példaban belétjuk, hogy a fenti
fiiggvény valéban nem egyenletesen folytonos).

Definicié. Legyen fa valés szamok egy részhalmazan értelmezett, valdsba képez? fiiggvény és H  Dom(f).
Azt mondjuk, hogy az f egyenletesen folytonos a H halmazon, ha

(Ve > 0)(F0 > 0)(Vz,y € H)(|z —y| <6 = [f(z)— fy)| <e)

Tehét az egyenletes folytonossag kozos delta 1étezését dllitja minden a halmazban 1év? pontra, szemben a
pontbéli folyonossaggal, mely csak kiilon deltdkat garantdl mindenhol.

Példa. A négyzetgyok-fiiggvény egyenletesen folytonos.

Elemi iiton ldtjuk be. Egyfel?l vildgos, hogy ha >0, akkora = 2 olyan, hogy minden nemnegativ x-re, ha
x < ,akkor

VI <e
Misrészt legyen x, y > 0 és legyen >0. Ekkora = 2 szintén alkalmas valasztds, mert:
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Tehat barmely -hoz kozos taldlhaté minden ponthoz.

Nem egyenletes folytonossag jellemzése. Ha azt szeretnénk definici6 szerint belatni, hogy egy fiiggvény
nem egyenletesen folytonos egy halmazon, akkor a folytonossdghoz hasonlé médon a sorozatokkal tortén?
jellemzés eszkozéhez szoktunk folyamodni. E17sz6r is a definicié tagaddsat kell felirnunk, ebb?l fogjuk a
sorozatokkal jellemezni a nem-egyenletes folytonossdgot.

fnem egyenletesen folytonos a H halmazon, ha

(32> 0)(Y0 > 0)(3z,y € H)(lz —y| <6, de |f(z)— f(y)| = <)

Itt  helyett {rhatjuk az (1/n) sorozatot, hiszen, ha minden n-re igaz a kijelentés a =1/n-re, akkor minden
-ra is igaz:

1 . .
(d= > 0)(%n < Z+)(31n~yn < )(|I7? - yﬂ| < 7_1’ |f n) f(yn)| =€)

A kovetkez? példak erre vonatkoznak:
Példa. A reciprok a pozitiv szimok halmazdn nem egyenletesen folytonos.

Ugyanis. P€ldaul az =1 esetén minden =1/n-re meg kell adnunk olyan x, €s y, pozitiv szdmokat, hogy bdr |

x -y l<1l/n,de | 1/l” l/yn l > 1legyen. Marpedig
1 1
Ly = — ' = ;
n n és yn— r[ + l

ilyen. A kiilonbségiik a 0-hoz tart, a reciprok-kiilonbségiik viszont 1.
Példa. Legyen
f(z) =sin(1/z)
és vizsgéljuk meg, hogy ez egyenletesen folytonos-e a (0,1) nyilt intervallumon.
Mo. Bir f folytonos a (0,1)-en, de a (0,1) nem zért, azaz a Heine-tétel (l1asd aldbb) nem alkalmazhaté.
Hasonldképpen a fiiggvény derivaltja nem korlatos, ezért a kés?bb emlitend? kritérium sem alkalmazhato.

Gyanithatd, hogy a fiiggvény nem egyenletesen folytonos.

Legyen = 1. Kivalasztjuk f nullhelyeit az egyik, a maximumbhelyeit a masik sorozatnak, mert ezek
fiiggvényértékeinek kiilonbsége biztos, hogy nem tart a nulldhoz:

1

Ty =
2nw

Egyenletes folytonossag 2
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Ekkor

Ty — Yn =
2nt 2nmw +

2nm(2nm 4+ %)  4n?x?2 8n?m n

(SIE]

de a fiiggvényértékek kiillonbsége:
|sin(z,,) — sin(y,)| = | sin(2n7) —sin(2nT + 7/2)[ = |0—-1|=1> ¢
azaz nagyobb egyenl? a megadott epszilonnal.
Heine tétele
Tétel -- Heine tétele -- Zart és korlatos intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.
Példa. Igazoljuk, hogy a
g(x) = xsin(1/z)
fliggvény egyenletesen folytonos a (0,1) intervallumon.
Mo. g-nek van folytonos kiterjesztése a [0,1] zart korlatos intervallumra, mert egyfel?l 1-ben értelmezhet?

folytonos médon a fenti formuldval, masfel?l O-ban korlatos szor nulldhoz tarté alaku, azaz a hatarértéke
nulla. Legyen

rainll/z), x£0

l' r) —
uz) 0, z=0

h folytonos a zart [0,1]-en, igy Heine tétele miatt egyenletesen folytonos. De tudjuk, hogy egyenletesen
folytonos fiiggvény minden lesz?kitése is egyenletesen folytonos, azaz h lesz?kitése a g is egyenletesen
folytonos. Ez az el?bb emlitett, a lesz?kitésre vonatkoz6 4llitds azért igaz, mert ha van k6z0s delta egy
b?vebb halmazon, akkor nyilvdn ugyanez a delta j6 lesz a sz?kebb halmazon is.

Lipschitz-tulajdonsag
Jellegzetes folytonossdgtipus a Lipschitz-folytonossag.

Definicio. A f:R A — R fiiggvény Lipschitz-tulajdonsagu, ha létezik olyan L > 0 szim, hogy minden x,y
A-ra:

[f(z) = f(y)| < Llz —y|

Vildgos, hogy ekkor f'egyenletesen folytonos A-n, ugyanis legyen > 0. Ekkora = /L olyan, hogy ha
Ix-yl <, akkor

If(z) = f(y)| < Llz—y| < L6 ==

Heine tétele 3



Matematika_A1a_2008/10._gyakorlat

Forditva mar nem igaz. A gyokfiiggvény egyenletesen folytonos, de nem Lipschitz-tulajdonsdgu, ugyanis
x=1/n, y=1/(n+1)-gyel:

—

/1

/4 1 vn+1l—4/n 1
}— —_— } ‘ - — — ' f—
Vn' Yt yn(n+1 (Vn+vn+1)yn(n+1)
yn(n+1) 1 1 1

= znjzz-N n- (_ =

B (Vn++vn+1)n(n+1) n n+l

Intervallumon értelmezett differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor Lipschtz-tulajdonsaguy, ha a derivaltja
korlatos.

)

Ugyanis, 1) ha korlatos a derivalt, akkor a Lagrange-tétellel taldlunk L-et. 2) ha lipschiztes, akkor minden
kiilonbségi hanyadosnak ugyanaz a korldtja, igy korldtos a derivalt.

Korlatos derivalt

Ha az f intervallumon értelmezett differencidlhaté fiiggvény korlatos derivalttal rendelkezik, akkor a
Lagrange-féle kozépértéktétel miatt f egyenletesen folytonos, s?t Lischitz-tulajdonsgu az értelmezési
tartomanyan. Ugyanis legyen K olyan pozitiv szdm, hogy minden x  Dom(f)-re:

[f(@) < K
Ha >0¢és := /K, akkor minden x,y Dom(f)-re, ha Ix-yl < ,létezik az x és az y kozott, hogy azzal:
[f(@) = f@)l =& lr—yl<K-6=¢
Példa. Az
1

egyenletesen folytonos az [1,+ ) halmazon.

Ugyanis, itt korl4tos a derivéltja:

() -
z) 22

Ezérthax [1,+ ), akkor
| 1 _
=== & 1

o) r°

Lipschitz-tulajdonséag
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Példa. A mindenhol értelmezett
f(z) = cos ¥z

fiiggvény egyenletesen folytonos.

Ugyanis, a [-1,1] zarton a Heine-tétel miatt egyenletesen folytonos, azon kiviil pedig

1 1 1
-3"‘-2|_L._:_

|f'(z)| = |sin(¥) - S

§‘

Folytonos differencialhatosag

Tétel. -- Zart intervallumon differencidlhat6 fiiggvény derivalfiiggvénynek, nem lehet megsziintethet?
szakad4sa.

Ugyanis. Legyen f:[a,b] — R diff.-hat6 és tegyiik fel, hogy létezik a

lim f(x)

PP PEY

hatédrértéktét! Vegyiik az x, = a + 1/n sorozatot (ill ennek [a,b]-beli részét). Minden [a,a+1/n] intervallumra
felirhatjuk a Lagrange-tételt:

f(l“n) - f(a)

T, —a

- f,(én)

Ekkor a kiilonbségi hanyados fiiggvényértékek sorozata egyenl? lesz a derivalt egy
fiiggvényértéksorozataval, melyek igy ugyanahhoz tartanak. De ez csak az f'(a) és a lim f' szdmok lehetnek,
amik igy egyenl?k.

Ne keressiink tehat sem ugrast, sem megsziintethet? szakadast a derivatlfiiggvényen. Ellenben lehet korlatos
masodfaji és a végtelen masodfaji szakadasa.

6. Feladat. Hatarozzuk meg, hogy az aldbbi fiiggvények folytonosan differencalhatéak-e?

1 S a 1
f(z) = x° sin - ha x#0
i 0 ha =0
2 ( 1
flz) = 4 r* sin o ha x #0
0 ha =0

Korlatos derivalt



Matematika_A1a_2008/10._gyakorlat

3. gl sin(z?)=+ ha z #0
X 0 ha z=0

Megoldds. Mindegyiknél a metddus az, hogy (A) Meghatdrozzuk a derivaltfiiggvény hatarértékét , (B)
meghatdrozzuk a pontbeli derivéltat (C) Megnézziik, hogy egyenl?k-e? Ha (A)-ban nincs hatarérték, akkor
abbdl mar kovevetkezik, hogy nem folyt. diff a fiiggvény.

1.

!/
rosin | — =2rsin| — | +xcos | — — = 2esin | — | —cos | —
T T T ] x*° T

=

nem folyt diff a 0-ban, mert nincs lim, f', mert a masodik tag hatdrértéke nem létezik (bar korlatos).

!

, 1 1 _ 1Y =2 1 2

22 9 22 o O] A

7 sin = 21 sin = | +2° cos 3 T sin ‘ cos
T T4 ol T4 T

nwm folyt diff a 0-ban, mert nincs lim,, f', mert a masodik tag hatarértéke nem létezik €s nem is korlatos.
3.

et — 1 5. €%z —1

f'(z) = cos(z?) - — 0

Mar csak a pontbeli derivaltat kell kiszdmitani. Ez is 0.
A fenti tételen kiviil tobb is igaz.

Allitas. Ha f:[a,b] — R folytonos a-ban, differencidlhaté a nyilton és létezik a derivalt hatdrértéke a-ban és
ez véges szam, akkor f-nek létezik a derivaltja a-ban (€s a derivaltja a fent emlitett t€tel miatt a lim, ' szam.

Bizonyitds. A kés?bbiekben igazolandé er?s L'Hospital-tétel kovetkezménye. Tekintsiik a kiilonbségi
hanyados fiiggvényt, legyen a L'H-beli "http://wiki.math.bme.huf"http://wiki.math.bme.hu az f(x)-f(a), az x-a
a g. Ekkor

lim Jz) = J(a) = lim ‘f,(;l‘) = lim f'(z)

r—a T — Q T—a r—a”

azaz létezik a pontbeli derivalt és ez a derivalt hatarértéke.
Kérdés: hol hasznaltuk fel, hogy az f fiiggvény folytonos?

Tétel. -- Darboux-tétel -- Az f:[a,b] — R differencialhaté fiiggvény derivaltfiiggvénye
Darboux-tulajdonsigu (azaz minden ilyen fiiggvény két fliggvényértéke kozott minden értéket folvesz).

Folytonos differencialhatésag 6
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Ugyanis, Legyen f'(a)<m<f'(b) és igazoljuk, hogy létezik (a,b), hogy f'( ) =m. Vegyiik a
Lagrange-tételhez hasonl6an a

g(z) = f(z) — ma
fliggvényt. Megiéllapithatjuk, hogy tetsz?leges x  (a,b)-re
J2)=0 &  fl@)=m

ha tehat keresiink g-hez staciondrius pontot (a,b)-n, akkor megtaldltuk -t. Ilyet a Weierstrass-tétellel
kereshetiink. g folytonos, igy van maximuma és minimuma. Kell, hogy legyen beliil is, ugyanis, ha csak
kiviil venné fel a sz€ls?értékeit, akkor a kovetkez? torténne. g'(a) < 0, igy a-ban g lokélisan csokken, hiszen
ekkor van olyan kis intervallum, ahol az a-beli kiilonbségihanyados fiiggvény negativ, azaz

g(z) < g(a)

ugyanekkor egy kis kdrnyzetben b-kortil a fiiggvény szintén lokélisan, hiszen

Sem a-ban, sem b-ben ezek szerint nem lehet a minimum, igy annak beliil kell lennie. Ekkor viszont
alkalmazhat6 a Fermat-tétel, mellyel:

g/(é) - O, azaz .f,(é) = m
Feladat. Igaz-e?

1. R — R differencidlhaté fliggvény derivdltfiiggvénye minden zért és korlétos intervallumon felveszi
minimumat és maximumat.

2. Ha az R — R differencidlhato fiiggvény derivdltfiiggvénye negativ és pozitiv értékeket is felvesz,
akkor van a drivéltnak zérushelye.

3. R — R differencidlhat6 fiiggvény derivdltfiiggvénye korlatos, akkor 1étezik olyan L szdm, hogy
minden x,y-ra: If(x)-f(y)l < LIx-yl.

4. A derivélhat6 fiiggvények egyenletesen folytonosak.

. Korlatos és zart intervallumon differencidlhat6 fiiggvények egyenletesen folytonos.

6. A korlétos derivélttal rendelkez? fiiggvények egyenletesen folytonosak.

|91

Inverzfiiggvénytétel R-re

Tétel -- Globdlis inverzfiiggvény-tétel -- Ha f: I — R fiiggvény folytonosan differencialhat6 €s f' sehol se
nulla, akkor

1. finvertdlhat6

2. finverze folytonos (f homeomorfizmus)
3. finverze derivélhat6 (f diffeomorfizmus)
4. minden x I-re

Inverzfiggveénytétel R-re 7
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1
f'(z)

Megjegyzés. Részeletesebb indoklds azt is kimutatja, hogy a derivélt folytonossdga nem sziikséges (bar nem
art :).

(f7)(f(2)) =

Bizonyitds. 1) A derivalt mindenhol azonos el?jel?, ellenkez? esetben lenne két hely, ahol kiilonb6z?, de a
Darboux-tétel miatt akkor lenne zérushelye is a derivaltnak, ami ellentmond a feltételeknek. Tehat f
szigordan monoton, igy invertdlhato.

2) Minden @ I pontban a derivalt nem nulla és folytonos, igy 1étezik olyan kornyzete, melyben a derivalt
mindenhol egy L pozitiv szdmal nagyobb. Ezért a Lagrange-tétel miatt a kdrnyzet barmely két x,, x, pontjéra:

flz1) — flz)

Ty — Iy

0<L<fi(§)=

Emiatt az x=f"!(y) attéréssel:

[ < | I — T9

— ) — ) |

azaz
1 L »
Tl = w2 17 () = F (2w

azaz az inverz lipschitzes a kdrnyzetben, azaz a pontban folytonos. 3) 4) ezt egyszerre igazoljuk. Az u-beli
diffhat6sdg miatt:

f@) = fu) = ) —u) +e@)@—w) |
f@) = fw) = (f () +e@)@—u)  (z=f"), u=1"()
y—v=(f(w)+ e/ @NUw) - 17 l>)

Sy —v)=Fy) — ()

Il
+Q

Itt az

n(y) = f'(u) +e(fHy)) B f(u)

filggvény akkor lesz folytonos és v-ben elt?n?, ha maga f*! is folytonos v-ben.

Példa. Igazoljuk, hogy létezik a sin inverze a [- /2, /2]-n és az inverz folytonos a [-1,1]-en (ez az arcsin)
ezen kiviil az inverz derivalhat6 a bels? pontokban!

Inverzfiggveénytétel R-re 8
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Ugyanis. [- /2, /2]-n a sin szigordan monoton n? és inverz képe [-1,1]. Emiatt ez folytonos is és az
inverzfiiggvény-tétel miatt a nyilton differencidlhatd, ugyanis

- >0, ha —-

1 1 T
sin'(z)  cos(z) 2

az inverze:

(FY() = (Y (=) = ' _

~ cos(z)  cos(arc sin(y))

V1 —sin’(arcsin(y)) v/

Inverzfiggveénytétel R-re



	Matematika_A1a_2008/10._gyakorlat

