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Vektorok

Irdnyitott egyenes szakaszok kozott definidlunk egy
"http://wiki.math.bme.huazonossag"http://wiki.math.bme.hu reléciét, 1ényegben azzal, hogy az egyenl?
nagysigu, egymdssal pdrhuzamos, azonos irdnyd egyenes szakaszokat azonosnak vessziik. Egymaéssal
azonosok egy halmazit nevezziik vektornak, elemeit a vektor egy reprezentdnsanak. Jelben: ha a vektor,
akkor

—_

a=AB

—_—

jeloli, hogy AB € a,
Az a vektor hossza
lal
nem mds, mint mely barmely reprezentansanak hossza.
Nullvektor az aminek a hossza 0.
Két vektor pdrhuzamos:
allb
ha van egy-egy reprezentdnsuk, melyek egyenese parhuzamos. 0 Il a minden a vektorra definici6 szerint.
Két parhuzamos vektor azonos dlldsi vagy irdnyitdsi
allhb
ha a reprezentansaik azonos irdnyitastiak; a 0 mindennek azonos irdnyu. Ellenkez? esetben:
allb
Tétel. a = b, akkor és csak akkor, ha
1. lal = Ibl és
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2.allbés
.alTb

Vektorm?veletek

Osszeadas, szammal valo szorzas

Osszeadas. Legyen a és b két vektor és PA P B rendre a két vektor azonos kezd?pontbdl felmért
reprezentdnsa, legyen toviabba PACB paralelogramma (P-vel szemkozt: C). Ekkor a + b vektor definicio

—_
szerint az a ¢ vektor, melyet PC reprezental.

Kivonas:a-b =, a+ (-b)

Az a ellentett vektora az a -a vektor, melyre |-al = lal, a ] l (-. _a) .

(Olyan tulajdonsagu, mint a valds szamok Osszeaddsa: kommutativ, asszociativ, 0 -t bArmihez adva, amaz
nem véltozik, ellentettjét a vektorhoz adva 0-t kapunk.)

Szammal valé szorzas. Legyen a vektor, valds szam. Ekkor

Xl = Al Jal
Aalla
/\.a[fa,ha > 0 és /\-arLa,ha <0

(Széttagolja a valds és a vektordsszeget, felcserélhet? a valds szorzdssal, az 1-gyel val6 szorzds azonos az
identitassal.)

—_—
1. Feladat. ABCDEEF egy szabdlyos hatszog. Fejezziik ki az a = E_B) ésb=AF vektorok
Osszegével/szamszorosdval a

vektorokat!

Skalaris szorzas
Az a és b vektorok skaldris szorzata az
a-b =4 |a| - |b| - cos(a, b),
szam.
(Széttagolja az Osszeget, felcserélhet? a szammal val6 szorzédssal (mindkét valtozéjiban)).

e egységvektor, ha lel = 1.

Vektorok
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Geometriai tulajdonsaga.

1. Ha e egységvektor, akkor v- e a v-nek az e egyenesére es? mer?leges vetiiletének el?jeles hossza.
2. a, b nem nullvektorok, akkor

alb = a-b=20

2. Feladat. Legyen ABCD egy téglalap, melynek AB oldala 5 egység, AD oldala 4 egység. Legyen a az

—_— —
AB irdnyu egységvektor, és b az AD iranyu egységvektor. Legyen tovabba E az AD felezéspontja, G az
AB B-hez kozelebbi 6t6dol7pontja €s az egyel beljebbi az F. Igazolja, hogy GE mer?leges FC-re!

Vektorialis szorzas
Az a és b térvektorok vektoridlis szorzata az a ¢ = a X b vektor, melyre

1. |a x b| =4 |a| - |b| - sin(a, b)

2. mer?leges az a és b altal kifeszitett sikra,

3. irdnyitdsa olyan, hogy (a, b, a x b) ilyen sorrendben jobbrendszert alkot, azaz a jobb kéz hiivelyk,
mutato és kozéps? ujjat kifeszithetjiik
"http://wiki.math.bme.hufijdalommentesen"http://wiki.math.bme.hu tigy, hogy rendre aa, b, a x b
vektorok irdnyat kapjuk.

Széttagolja az Osszeget, felcserélhet? a szammal val6 szorzassal, de nem asszociativ és nem kommutativ, bar
antikommutativ, azaz a szorzat ellenkez?jébe megy at a két tényez? felcserélésével kapott szorzat.

Geometriai tulajdonsaga.

1. la x bl az a és b altal kifeszitett paralelogramma teriilete.
2.allb & axb=0

3. Feladat. Legyen ABC hdromszog, S a sulypontja, F az AB felezéspontja. Hatdrozzuk meg, hogy az ABC
haromszdog teriiletének hanyadrésze az AFS haromszog tertiilete.

vagy

Igazoljuk, hogy az egyenl?szard hiromszog magassaga felezi az alapot!

4. Feladat. Igazoljuk, hogy

aXbZCXd} = a—d||b-c

axc=bxd

Hazi feladatok

1. Igazolja, hogy az paralelogramma 4tléinak felez?pontjai egybeesnek!
2. Igaz-e:
1. ha ab = 0, akkor a és b koziil legalabb az egyik nulla.
2.haab=ac,ésa=0,akkorb=c
3. ha ab = ac, akkor vagy b-clla, vagyb-¢ L a
3. Igaz-e:

Skalaris szorzas 3
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1. ha axb = 0, akkor a és b koziil legalabb az egyik nulla.
2.haaxb =axc,ésa=0, akkorb=c¢c
3.haa+b+c=0, akkor axb = bxc = cxa
4. 1. Igazolja a Thalész-tételt (azaz, hogy ha egy szakasz folé, mint atmér? f61é kort rajzolunk,
akkor a kor barmely (szakaszon kiviili) pontjabdl a szakasz két végpontja derékszog alatt
latszik)!
2. Igazolja a koszmusztetelt azaz hogy az a,b,c oldald haromszogben (  a c-hez tartoz6 sz6g)

—a’ 4 b — 2ab cos 7y

Hazi feladatok
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