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Koordinata reprezentaciok
Linedris kombindcionak nevezziik a
Ar.a; + As.as + ... + An.a,
alaku kifejezéseket, ahol a -k szdmok, az a-k vektorok.
Tétel.

1. Ha b, és b, két nempédrhuzamos vektor a sikban, akkor a sik minden vektora egyértelm?en el?4ll
ezek linedris kombindcidjaként:
V = )\1 .])1 - /\'_).])2
2.Hab,, b, és b, hdrom, nem egy sikban 1év? vektor, akkor a tér minden vektora egyértelm?en el?all
ezek linedris kombindci6jaként:

V = Al-bl -+ )\Q.bg -+ )\3.b3

Sikban két nemparhuzamos vektor halmazat, térben harom nem egysikban 1év? vektor halmazat bdzisnak
neveziink. Ha ezek egységhossziisdgiak és paronként mer?legesen egymadsra, akkor ortonormdlt bazist
alkotnak. A jobbsodrdsii (v.0.: jobbcsvarszabdly) ortonormalt bazis a térben az (i, j, k).

Egy v térvektornak B = (b,, b,, b;) bézisra vonatkoz6 koordindtareprezentdcidja az az oszlopmatrix,
melynek elemei rendre az el?z? tételbeli egyértelm?en létez? -k:

A
Vlg = [ A2
A3

A vektorm?veletek a koordinatareprezentacidban a kovetkez?k lesznek.

a; + by A-a
[a+b|]=|ay+ b, Aal = [A-ay
as + b3 A-as
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(lp_b;j - bg(lg
a-b =aby + asby + azb;, [a X b] = | —a1b; + bya;
(l.lb-z - bL(lQ

Kiilon fontos a vektoridlis szorzat esetén megemliteni a

ik
a; as az|l =ax b
bi by by

"http://wiki.math.bme.huszimbolikus"http://wiki.math.bme.hu determindnssal t6rtén? kiszdmolasi médot és a
skalaris szorzast, mint matrixszorzast:

by
bs
[(11 5] (1.3] ab

Egyenes

Legyen r az e egyenes egy pontjdnak helyvektora, v az irdnyvektora. Ekkor az egyenes barmely r pontja
el?4ll (alkalmas ¢ valés paraméterrel)

r=rog+it-v
alakban, hiszen az r - r,, vektor parhuzamos az egyenessel (s?t: az egyesben van), igy a v irdnyvektor
skaldrszorosa. A ¢ jelolés az "http://wiki.math.bme.huid?re"http://wiki.math.bme.hu utal. Ha feltételezziik,

hogy egy pont sebessége az egyenesen v, akkor 7 azt jelenti, hogy az r-végpontjabol az r végpontjaba
mennyi id? alatt jutunk el.

Nulladik pl.

0. Legyen ABC egy hdromszog, melynek koriil irhaté korének kézéppontjabdl a csucsokhoz men? vektorok:
a, b, c. Igazoljuk, hogy a magassdgok egy pontban, az m = a + b + ¢ pontban metszik egymdst.

Egyenletrendszer

A fenti egyenletet az e egyenes paraméteres vektoregyenletének nevezziik. Ha felirjuk
koordinétareprezentdcidban, akkor a

T Tq vy T = Ig + twg
yl =1 | +itfwv Y = Yo + tvg
2 2 (b . 2=2 to:

0 3/ vagyisa o+ tvg

egyenletrendszert kapjuk, melyet az e egyenes paraméteres egyenletrendszerének neveziink. Persze itt
[ro]=(xg:Y0s Z)s [F1=(x,y, 2) €s [VI=(vy,v,, vy).

Koordinata reprezentaciok 2
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1. Feladat. rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, mely mer?leges mind az e, mind az f
egyenesre €s athalad a P, = (1,2,0) ponton.

r =243t r=—3+2t
e:dy=1-—2t f: y=4
=8 z2=2—1
€S

Megoldds. Olvassuk le az irdnyvektorokat! v, = (3,-2,0) €s v; = (2,0,-1). Ezekre mer?leges vektort vektoridlis
szorzattal készitiink:

i j k
Vo=VeXvy=1(3 =2 0|=21+3]+4k
2 0 -1
r=1+2t
g:iqy=2+4+3t
z =4t

Azaz:
Két egyenes kolcsonos helyzetével kapcsolatban a kovetkez? lehet?ségek vannak:

Ve X vy =0

e | | f (ennek kritériuma ) ekkor

vagy egybeesnek (amikor is van k6z6s pontjuk),
vagy kiilonboz?ek (ha nincs)

Ve X Vg #0

€ /H f (ennek kritériuma ) ekkor:

vagy metsz?ek (amikoris van k6z6s pontjuk),
vagy kitér?ek (ha nincs)

2. Feladat. Hatdrozzuk meg az

r=23t+2 rT=2t—3
e y = —t I y=—1
::l—2tés 2=3t+9

egyenletrendszerekkel megadott egyenesek kolcsonds helyzetét!

Megoldds. Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak. Ezek: (3,-1,-2) és (2,0,
3), azaz biztosan nem parhuzamosak, mert a komponens, amelyik 0, nem 4ll el? nemnulldk szorzataként.
Ko6z06s pontot az egyenletrendszer megoldasaval taldlhatunk (ha egyéaltaldn van).

Mt+2=2u—3
—t =—1
1—2t=3u+9

Egyenletrendszer 3
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harom egyenlet, két ismeretlen, ezért a feladat tiilhatarozott, azaz dltaldban nincs megoldasa. Most tényleg
nincs, mert ha t=1, akkor 3u=-10 és 2u=8, ami lehetetlen.

Sik

Legyen r az s sik egy pontjdnak helyvektora, n a normalvektora, azaz egy olyan nemnulla vektor, mely
mer?leges a sikra (azaz a sik minden pontjara mer?leges). Ekkor a sik barmely r pontjara igaz lesz:

(r—1ry) - n=20
hiszen az r - r,, vektor mer?leges a stk mormalvektordra, igy skaldris szorzatuk 0.
Ha felirjuk koordinatdkkal, ahol legyen n = (A,B,C), akkor az

Alx —29)+ By —yo) + C(z — 2) =0
egyenlehez jutunk, melyet az s sik egyenletének neveziink.

3. Feladat. [rjuk fel annak a siknak az egyenletét, mely thalad a P = (3,0,1) ponton és parhuzamos az e és f
egyenesek daltal kifeszitett sikkal, ha van ilyen.

r=1-—2t T =—2+2
e y=2+t f: y = —t
z=-=2t z=2
[N

Megoldds. Olvassuk le az irdnyvektorokat! v, = (-2,1,-2) és v, = (2,-1,2). A sik szdmdra normalvektort tigy
kapunk, ha ezekre mer?leges vektort készitiink:

i ]k
Ve XVvy=|[—2 1 =2 =01+0j+0k=0
2 -1 2

ami azonban nem alkalmas normdlvektornak. Vildgos, hogy ez a jelenség amiatt 1épett f6l, mert a két
egyenes parhuzamos egymassal. Készitsiink tehat a sikjukban 1év? nemparhuzamos vektorokat!

Az e-n egy pont az A = (1,2,0), az f-en: B = (-2,0,0), melyek a t = 0 értékadas altal lettek kivalasztva. Legyen
u az A-bdl B-be men? vektor, mely a (-3,-2,0). Ekkor j6 lesz normalvektornak a

., |t 3k
n=v.xAB=|-2 1 —-2|=-4i+6j+7k
-3 =2 0
A sik igy:
s: —A(x—3)+6y+7(y—1)=0

4. Feladat. Irjuk fel az aldbbi egyenletekkel megadott sikok metszésvonalanak egyenletét!
s1: r—y—42—5=0

Sik 4



Matematika_A1a_2008/3._gyakorlat

So: 2x+4y—2:2—4=0
Megoldds. A metszésvonal pontjai kielégitik mindkét egyenletet, igy az dsszegiiket is:

s: 3r—62—9=0jetyver —22—3=0
Most gyakorlatilag azt csindltuk, hogy felirjuk az n; + n, normélvektortd, a metszésvonalon dthalad6 sik
egyenletét. Ha keresiink ezen egy olyan pontot, mely az s,-en is rajta van, akkor taldltunk egy kdzds pontot.
Kett? ilyen kéne. Vdlasszuk ki példdul a z = ¢ sikon egy s-beli pontot, ehhez ugyanis ekkor

r=2t+3
tartozik. Ehhez pedig az s, miatt:

y=2t+3—4t — 5= —2t — 2

De ¢ helyett barmi allhat, igy megkaptuk a metszésvonal dsszes pontjét:

r=3+2t
e:qy=-—2-—2t
=1

ahol a paraméter a z = t.
5. Feladat. Tiikrozziik a P = (4,-3,5) pontot az s: x - y + z - 6 = 0 egyenlet? sikra!

Megoldds. A P-b?l s-re bocsétott mer?leges D doféspontjat kell meghatdrozni, majd kiszdmitani a p + 2.(d-p)
vektort. Az s-re mer?leges e egyenes irdnyvektora nem mds, mint a sik normélvektora:

n=(1,-1,1)

igy a P adott ponttal:

r=4+t
erqy=—3—1
2=5+1

A doféspont ennek a sik egyenletébe helyettesitésével adodik:
44+t—(—3—-t)+5+t—6=0

innen:
6t=-6 és t=-1

Ekkor a doféspont koordinatdit a t=-1 helyettesitéssel nyerjiik az egyenletrendszerb?1: D = (3,-2,4)

P'=p+2.(d-p)=(4,-3,5) +2.(-1,1,-1)=(2,-1,3)

Sik 5
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6. Feladat. Hatarozzuk meg annak az e egyenesnek az egyenletét, mely illeszkedik a P = (-1,2,3) pontra,
mer?leges az a = (6,-2,-3) vektorra és metszi az

r=2t4+1
14 y=2t—2
z2=—4d4t + 3

egyenest.

Megoldds. Tudjuk, hogy vektor akkor €s csak akkor mer?leges egy sikra, ha a sik minden egyenesére
mer?leges. Ha tehit felirjuk az a normdalvektord, P-n dthaladé s sikot, akkor abban benne lesz e. Hogy merre
lesz, azt f arulja el, mert ahol dofi a sikot f, ott lesz e és f metszéspontja. Ez azért van, mert e rajta van s-en,
igy metszéspontja f-fel szintén s-ben van. Am, pont ebben a pontban difi f az s-t.

fparaméteres egyenletrendszere:

r=2t4+1
fid4 y=2t—2
2=—4t+3

s egyenlete:
6(z +1) —2(y —2) — 3(= —3) = 0
A doféspont:
6(2t +2) — 2(2t — 4) — 3(—4t) = 0
126+ 12 -4t 4+8+4+ 12t =0
t=—1
Azaz D =(-1,-3,7).

e irdnyvektora a PD vektor: (0,-5,4)

e paraméteres egyenletrendszere:

Hazi feladatok

1. Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, mely tartalmazza az e: x=1-2t, y=2+t, z=-1-t
egyenletrendszer? egyenest és a P = (0,1,-2) pontot!

2. Hatdrozza meg a 3x+2y-z=3 és x-y+3z=1 egyenlet? sikok metszésvonaldval parhuzamos, a P =
(1,2,3) ponton athalad6 egynenes egyenletét.

Tovébbi feladatok. A megolddsokndl ajanlott a (pdf) segédlet utolsé oldalét dttanulmanyozni.

Hazi feladatok
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1. Hatdrozzuk meg a 2. és 3. feladatban emlitett egynesparok tdvolsigat!

2. Hatdrozzuk meg a 2. feladatban emlitett egynesparok szogét!

3. Hatdrozzuk meg a 4. feladatban emlitett sikparok szogét!

4. Hatdrozzuk meg az 5. feladatban emlitett P és s tdvolsagat!

5. Hatdrozzuk meg a 4. feladatban emlitett sikpdrok esetén az "http://wiki.math.bme.hus, +
s,"http://wiki.math.bme.hu €s a z irdnyba 5-tel eltolt mésanak tdvolsagat!

Hazi feladatok
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