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Bevezetés

Miel?tt a komplex szdmokra ratérnénk nézziink példat olyan szamkorben valé szdmol4sra, mely bar még
kommutativ, de eltérést mutat a megszokott szimkordkben tortén? szdmolastol.

Legyen Z, az egész szamok 13-mal tOrtén? osztdsa maradékainak halmaza. Eszerint a fenti halmaz
Iényegében a kovetkez?:

Zl:‘,’ = {O’ ‘l? 31 sesy 11- 12}

Példéaul Z ;-ban

3:-5=2

abban az értelemben, hogy 13-mal 3-mat maradékul adét 5-6t maradékul adéval szorozva 2-t maradékul adét
kapunk. Azért a félreértések elkeriilése érdekében a fenti egyenl?séget igy jeloljiik:

3-5=2 (mod13)
Vagy egy masik érdekes példa: milyen x Z ,-beli esetén lesz
2-z=1 (mod13)

Vilagos, hogy ez nem az 1/2, mert az nem egész. Csak 13 lehet?séget kell kiprobalnunk, hogy megtudjuk,
van-e és ha igen, mi lesz:

r=7
1. Feladat. Oldjuk meg Z,,-ban a kovetkez? egyenletet:
2 +1=0

Megoldds. Ez egy masodfoku egyenlet (és a szdmkor egy kommutativ test, ahol hasznélhaté a
megolddképlet), igy:
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Ellen?rzéssel meggy?z?dhetiink arrél, hogy ezek valéban megolddsok. (Megjegyezziik, hogy a fenti
gondolatmenet ebben a formdjaban csak egy intuitiv gondolatkisérlet, am utdnagondolva médszertanilag
szigord bizonyitdssa tehet?.)

Komplex szamok

A komplex szdmok halmazat is maradékos osztassal rendelkez? halmazbdl konstruldjuk: a valds egyiitthetds
polinomok R[X] halmazabdl. Kozismert, hogy a val6segyiitthatds, egyhatirozatland polinomokal, azaz a

ap + a1 + ap® + ... + a,z"
alaku kifejezésekkel, ahol az a-k valés szamok, n pedig nemnegativ egész, lehet maradékosan osztani.
Példa. Mi az (x"3+8):(x+2) osztias maradéka?
A szamkor és a m?veletek

A komplex szdmok halmazit egy a maradékos osztdssal rendelkez? halmazbol konstruldjuk: a valds
egylitthatés polinomok R[X] halmazabdl:

C =a¢ R[X]/(2* + 1)

azaz a komplex szamok halmaza a valdsegyiitthatés polinomok x?+1 polinommal tortén? osztdsi maradékai.
Vilagos, hogy minden ilyen maradék el?all

m(z) = a+ bx

alakban, azaz legfeljebb els?fokud polinom alakjdban. Ebben a szdmkorben az dsszeadds a polinomosszeadais,
a szorzés a polinomok szorzdsa (illetve ezen eredményének x?+1-vel tortén? osztdsi maradéka). Amikor két
els?foki polinom szorzata masodfokd, akkor sem Iépiink ki a szamkorb?l, hisz a

m(z)>+1=0

polinomegyenlet megoldhatd, éspedig az m(x)=x polinom (az identitds) megoldas. Ekkor
m(z)? = —1

azaz ebben a szdmkorben 1étezik a -1-nek négyzetgyoke.

Immaginarius egység, valos és képzetes rész

A fenti egy annyira jellegzetes tulajdonsaga a komplex szamkornek, hogy a benne 1év? x-re masként
hivatkozunk.
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-vel jeloljiik és az imagindrius egységnek nevezziik. Ugy szamolunk vele, mint paraméterrel, vagy
hatarozatlannal (x-szel), csak teljesiil ra:

2=-1
Ekkor
2€eC & z=a+bi (a,b€ R)

itt a-t a z valds részének nevezziik és Re(z)-vel jeloljiik, b-t a z képzetes részének nevezziik és Im(z)-vel
jeloljiik. Vilagos, hogy Im(z) R, azaz "http://wiki.math.bme.hutiszta"http://wiki.math.bme.hu valés.

A z=Re(z) + ilm(z) alakot a komplex szam kanonikus alakjanak nevezziik.
1. Feladat. Adjuk meg az

i+ 4
2—i

szamot kanonikus alakban:

Megoldds. Megjegyezziik, hogy a fenti osztas értelmes, mint ahogy nemnulla polinommal valé maradékos
osztas is az. Persze z/0 a komplexekben sem értelmezhet?.

A nevez?ben is van i, emiatt nem kanonikus alakd a szam.
"http://wiki.math.bme.hui-telenitsiik "http://wiki.math.bme.hu a nevez?t! Ezt hasonlé mddon tessziik, mint a
(négyzet)gyoktelenitésnél, hiszen i igy tekinthet?, mint a -1 (egyik) négyzetgyoke:

i+4_(ﬁwm2+n_ﬂ
2—i  (2—d)(2+1)

itt felhasznaljuk azt a milhatatlanul fontos azonossdgot, hogy:

(A—B)(A+ B) = A> - B?

E+492+7) (+4@2+9) 1

| —

+1

| =]
(Sl N e>]

(20 —1+8+4i) = —(7T+67) =

22 — g2 441 5 F

o

Konjugalt
A fenti példa ramutat a konjugalt hasznossagara, mely a kovetkez?:
haz=a+bi C,akkor = = @ — bi.
Példaul kifejezhet? a konjugltal az reciprok. Ha z # 0, akkor
1

N | [

2

- -

itt 22 mindig nemnegativ, hiszen
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Z=a’+ b
Ennek a kifejezésnek az alakja vezet el a komplex szdmok geometriai képéhez.
Geometriai interpretacio
Minthogy
20 & z=ag+b (a,be R)

azaz a komplex szdmot egyértelm?en meghatdrozza a valds és képzetes része, igy a koordindtasik minden
pontja kodlcsnosen egyértelm? megfeleltetésbe hozhatd a komplex szdmok halmazdval.

Ekkor a "http://wiki.math.bme.huhozzaadds"http://wiki.math.bme.hu az eltolds. A konjugélds az

"http://wiki.math.bme.huRe"http://wiki.math.bme.hu-tengelyre tiikrozés. Innen kovetkezik, hogy konjugdlas
invaridns az 0sszeaddsra (s?t a szorzdsra is). Az komplex szdm hossza az eltolds vektor hossza:

P o

Ez egyben abszolutérték is, azaz lzwl=Izllwl. A szorzds Ha z egy egységnyi abszolutérték? komplex szam,
akkor nyilvan:

z = cos(yp) + isin(yp)
amelyet még
e?
-vel is jeloliink. A valdssal vald szorzds miatt egy r hossziisdgd komplex szdm:
2 = r(cos(p) + isin(p))
Feladatok
Algebrai alakkal
2. Feladat. Oldjuk meg a
2422 452=0 (C2z2=7)
egyenletet a komplex szdmok halmazan!
3. Feladat. Oldjuk meg a
2% =20 (C32z2=7)
egyenletet a komplex szdmok halmazan!

4. Feladat. Oldjuk meg a

Konjugalt
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3r+2iy —ix + by =T+ 5i (R* 2 (z,9) =7)

egyenletet a valds szimpdarok halmazan (azaz x és y valés ismeretlenek)!

Algebrai alakkal
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