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Néhany topologikus fogalom
HaA R valés szamhalmaz, akkor azu R pontot az A
e torlédasi pontjanak nevezziik, ha minden r > 0 esetén B (u)\{u} A nem iires (vagy ekvivalens
mddon: végtelen)
e izolalt pontjanak nevezziik, hau A, de nem torlddasi pontja A-nak.
* bels? pontjanak nevezziik, ha van olyan kornyzete, mely benne van A-ban.
¢ hatarpontjanak nevezziik, ha torléddsi pontja mind a halmaznak, mind a komplementerének.

Emellett U nyilt halmaz, ha minden pontja bels? pont és zart, ha komplementere nyilt.

Példéaul egy nemelfajulé (nem egypontd, nem iires) intervallum végpontjai hatdrpontjai az intervallumnak.
Fiiggvényhatarérték

Legyen fegy azA R halmazon értelmezett, R-be képez? fiiggvény. Legyen ueR az A torl6ddsi pontja. Azt
mondjuk, hogy az f-nek a R elem hatarértéke az u-ban, ha

minden > 0 esetén létezik olyan >0, hogy mindenx A B (u)\{u}-refix) B (v)
ahol természetesen a + és - kornyezetei a mar emlitett médon értend?k.

Ebben az esetben a hatarérték egyértelm? és jelolése:

lim f(z) = ligln f=wv

Ir—u

Bal és jobboldali hatarérték:

Tartalomjegyzék 1


http://wiki.math.bme.hu/view/Matematika_A1a_2008
http://wiki.math.bme.hu#N.C3.A9h.C3.A1ny_topologikus_fogalom
http://wiki.math.bme.hu#F.C3.BCggv.C3.A9nyhat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_m.C5.B1veletek
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_m.C5.B1veletek
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_rendez.C3.A9s
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_rendez.C3.A9s
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_f.C3.BCggv.C3.A9nykompoz.C3.ADci.C3.B3
http://wiki.math.bme.hu#Hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_.C3.A9s_f.C3.BCggv.C3.A9nykompoz.C3.ADci.C3.B3
http://wiki.math.bme.hu#Folytonoss.C3.A1g_.C3.A9s_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_kapcsolata
http://wiki.math.bme.hu#Folytonoss.C3.A1g_.C3.A9s_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9k_kapcsolata
http://wiki.math.bme.hu#Szakad.C3.A1si_pontok_.C3.A9s_azok_oszt.C3.A1lyoz.C3.A1sa
http://wiki.math.bme.hu#Szakad.C3.A1si_pontok_.C3.A9s_azok_oszt.C3.A1lyoz.C3.A1sa
http://wiki.math.bme.hu#Nevezetes_hat.C3.A1r.C3.A9rt.C3.A9kek
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9ld.C3.A1k
http://wiki.math.bme.hu#Differenci.C3.A1lhat.C3.B3s.C3.A1g
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9ld.C3.A1k_Bolzanora_.C3.A9s_Weierstrassra
http://wiki.math.bme.hu#P.C3.A9ld.C3.A1k_Bolzanora_.C3.A9s_Weierstrassra
http://wiki.math.bme.hu#Feladatok_.28mindenf.C3.A9le_gyors_diff..29
http://wiki.math.bme.hu#Feladatok_.28mindenf.C3.A9le_gyors_diff..29

Matematika_A1a_2008/8._gyakorlat

dlimf=v ©ar 3Imflauie) =0
u-+ u

Jlimf=v g Jlimfl =1
u— u

Ugyanugy, ahogy a folytonossag esetén itt is van 4tviteli elv:

Tétel. Legyen fegy azA R halmazon értelmezett, R-be képez? fiiggvény. Legyen ueR a7 A torl6ddsi
pontja és =R Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

1. f-nek a v hatarértéke az u-ban,
2. minden az A\{u}-ban halado, az u-hoz konvergal6 (x,) sorozat esetén az (f(x,)) a v-hez konvergdl.

Ennek a segitségével egy rendkiviil hatékony eszkozt kapunk arra, hogy a hatarérték nemlétezését igazoljuk:

Allitas. f-nek pontosan akkor nincs hatdrértéke u-ban, ha van olyan A\{u}-ban halad6, az u-hoz konvergél6
(x,) sorozat, mely esetén az az (f(x,)) nem tart egyetlen elemhez sem.

Feladat. Igazoljuk definici6 szerint, hogy

L. '
lim - = +00
z—0 ;1?'2 T
2. g i
Alim —
z—0 T de 1étezik mindkét egyoldali hatdrértéke.

1. Legyen > 0. Ekkor azt kell belatnuk, hogy 1étezik > 0, hogy teljesiiljon Ixl < esetén, hogy a

fliggvényérték a+  sugard kdrnyezetébe esik, azaz:

! >
;1‘2

o | =

Vilagos, hogy ezt azt jelenti, hogy
lz| < Ve

amit reciprokvonassal kaptunk. Ha tehat :=négyzetgyok €sIxl < , akkor
"http://wiki.math.bme.hufelfelé€"http://wiki.math.bme.hu kdvetkeztetve kijon a kivant egyenl?tlenség.

2. Megadunk egy nullsorozatot, mely fiiggvényértékeinek sorozatinak semmiképpen nincs hatarértéke:

o L gy
Iy = n )

Ekkor x, — + ésx, ., — - ,holott ezeknek egyenl?knek kellene lenni?k (ha Iétezik hatérérték, akkor
minden részsorozat hatarértéke ugyanaz).

Hatarérték és m?veletek
Tétel ? Végtelen hatdrérték és alapm?veletek ? Ha az f €s g valds fiiggvényeknek létezik hatdrértékiik az
ucR helyen, az f* g alapm?velettl elkészitett fiiggvény értelmezési tartomédnyénak torlodési pontja u és a

lim f* lim, g alapm?velet elvégezhet?, akkor az f * g fiiggvénynek is van hatdrértéke u-ban €s ez:

Flggvényhatarérték
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. 4 * h . . * .
lllltll(_f g) = lllllll f ll_ing

Ezenkiviil a hatdrozatlan esetekben, amikor a hatarértékekkel végzett m?veletek nem értelmezettek, az
alapm?veletekkel elkészitett fiiggvények hatarértékeire nem adhaté altalanos képlet (mert alkalmasan

valasztott esetekben mashoz és mashoz tartanak).

Feladat. Vizsgéljuk meg hatarérték szempontjabol az

a2t —4r+4
1) = 5
fliggvényt.
Mo.
22 —4r +4 B (z — 2)? T — 2

flz) = 2 —-3x+4+2 (z—1)(z—2) Sz ha £ 7 152

Hatarérték és rendezés

Két elvet hasznédlunk gyakran. Az egyik a "http://wiki.math.bme.hukorlatos szor nulldhoz tart6 az nulldhoz
tart"http://wiki.math.bme.hu , a mdsik a minorélds: ha g(x) az u-ban a + végtelenbe tart és f(x) az u
kornyzetében nagyobb mint g(x), akkor f(x) is a végtelenbe tart.

A rend?r elv megfogalmazasa hazi feladat.

Feladat. Vizsgéljuk meg, hogy a

sin(z) - sh(z)
6-21‘

fl@) =

fliggvénynek létezik-e €s ha igen mi a hatarértéke az értelmezési tartoményai hatarpontjaiban!

Mo.
sin(x) - &= sin(x) - &= 1
flz) = ( )91: L = ( )91: 2 — —sin(z)(e T —e %) =
e2 e2 '
| . .
=35 sin(z)e “(1—e ™)
Egyfel?l
f(2)] < 567 =0
l o 26 ’hal‘_v"—}—'x'
Masfel?1 ha

Hatarérték és m?veletek
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Ty = g — k27
akkor

flzy) = _%9—3%(1 — €' ) 2 _%G_BIL_ T
mikozben

flkm)=0—10

tehat nincs hatarértéke a - -ben.
Hatarérték és fiiggvénykompozicio

Definicié. Ha fés g fiiggvények, akkor az f © g (fliggvénykompozicié vagy Osszetett fiiggvény)
hozzéarendelési utasitdsa:

(fog)(z) = f(9(2)) maskent: T+ 9(z) = flg(z))
értelmezési tartomdanya pedig:
Dom(fog) = {x € Dom | g(z) € Dom(f)}
Osszetett fiiggvények esetén a leggyakrabban hasznlt, a hatdrértékre vonatkoz6 4llitds:

Tétel. Ha u torlédési pontja a Dom( f © g) halmaznak, g injektiv az u egy kornyzetén, 1étezik hatarértéke és
f-nek létezik hatarértéke v = lim, g-ben, akkor ' © g-nek is Iétezik hatdrértéke u-ban €s

li}‘nf 0g= 113}1 f

Feladat. Hatdrozzuk meg az

41

I (;l‘) =€ =
fliggvény hatarértékeit az értelmezési tartomdnya hatarpontjaiban!
Folytonossag és hatarérték kapcsolata

A folytonossagot, csak az értelmezési tartomdany pontjaiban nézhetiink, hisz a definiciéban f(u) is szerepel.
Ellenben hatarértéket akdr azon kiviili is nézhetiink (s?t!). Mégis, a két fogalom kozott szoros kapcsolat van:

1. Tétel. -- Folytonos fiiggvény hatarértéke a helyettesitési értéke -- Legyen az u az f értelmezési
tartomanyaban. Ekkor a kdvetkez?k ekvivalensek egymassal:

1. f folytonos u-ban

2. uizolalt pontja Dom(f)-nek, vagy u torl6dasi pontja Dom(f)-nek, I€tezik u-an hatarértéke €s lim f =
f(u)

Hatarérték és rendezés
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2. Tétel. -- Véges helyen véges hatarérték? fiiggvény folytonossa tehet? -- Legyen u a Dom(f) véges torlodasi
pontja és v véges (R-beli) szam. Ekkor a kovetkez?k ekvivalensek.

I.dlimf =v
u
2. 1étezik az f-nek olyan J u-ban folytonos kiterjeszétse (vagy modositasa), hogy
len:-m(f)"-.,{u} — len:-m( Ful gg f('ll ) =
Feladat. Mi a hatarértéke O-ban az

flz) = vVz2 + 4

Feladat. Van-e folytonos kiterjesztése az

4~

flz)=€=
fliggvény?

Szakadasi pontok és azok osztalyozasa

Folytonos egy fiiggvény, ha az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos. De a nem-folytonossagot
ezért csak az értelmezési tartomany pontjaiban lehet értelmezni -- sokszor a nem-folytonossagot szakaddsnak
nevezik. Mi ennél tdgabb fogalommal fogunk foglalkozni, szakaddst a hatarpontokban is értelmeziink. Ekkor
persze mar nem lesz igaz az, hogy folytonos egy fiiggvény, ha nincs szakadasa, azt viszont értelmes ekkor is

mondai, hogy folytonos egy fiiggvény, ha az értelmezési tartomdnydna pontjaiban nincs szakaddsa.

Definicié. Szakadasa van az f fliggvénynek a véges u pontban, hau  Dom(f), de f nem folytonos u-ban vagy
u nem eleme Dom(f)-nek, de torl6dasi pontja Dom(f)-nek.

Egy szakadas els?faji, ha minden egyoldali hatarérték, mely értelmes az 1étezik is €s véges. Ezekb?l kett?
van: -- ugras, amikor a bal és jobboldali hatarérték 1étezik de nem egyenl? és -- megsz?ntethet? szakadas,
ha nem ez a helyzet.

Masodfaji, ha nem els?faju.

Feladat. Milyenek az aldbbi fiiggvények szakadésai:

1. . (1)
SIn | —
T
2. . (l>
T-sin| —
€T
3.1 . (l)
— Sl | —
T xTr
T - Sln —
T

"In
Nevezetes hatarértékek

Folytonossag és hatarérték kapcsolata 5
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sin(z
lim (z) =1
x—0 T
e -1
lim =1
r—0 T
In(l + z
lim ¥ =1
r—0 T
. Il —cosx B 1
1‘12}3 72 o 2_
lim arctgx = —
Tr—+0oC 2
Példak

In(1 + sinx)
In cos z

a2

lim 2% - (e=2 1)
T—0C ’

arctgax + 4w

lim ,
z—oo arctg3r +

Differencialhatosag
Legyen f valds-valds fiiggvény, u  Dom(f) Dom(f)'. Az f fliggvény differencidlhat6 az u pontban, ha
1. Definicio -- 1étezik olyan : Dom(f) — R fiiggvény és olyan m R szam, hogy:
1. minden x Dom(f)-re
Jx) = flu) + mQx - u) + (0)(x - u) és
2. (u)=0¢és az u-ban folytonos.

Ebben az esetben az f fiiggvény u-beli derivéltja m és jele f'(u)

2. Definicié -- 1étezik és véges a kovetkez? hatarérték:

lim f(l) o f('ll) (x)

Ir—u Tr—Uu
Ekkor f'() maga a fenti hatarérték.

A két definici6 ekvivalens, amit a kovetkez? egyenl?séggel lehet igazolni:

M — A, ha = #u
elE) =00 e o ) F )
lim e A ha z=u

T—u T

ahol A az m-et jeloli, ha 1)-et tudjuk €s 2)-t igazoljuk €s lim, —  (f(x)-f(u)/(x-u))-t, ha forditott a helyzet.

Nevezetes hatarértékek
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Vilagos, hogy a (*) hatarérték egy ugy nevezett hatirozatlan kifejezés, hisz mindig 0/0 alakd. Ez a a szel?k
meredekségének hatarértéke,

Az els? definici6 is szemléletes. Itt arrdl van sz6, hogy a fiiggvény felirhat6 u koriil egy linedrisan elt?n? és
egy magasabb rendben elt?n? tag Osszegeként:

f(I) - f (u) +1 72.(.'1‘ - u) , a linedris és ‘E(I.)(I - 'u') a nemlinearis
Példa. Igazoljuk, hogy
f(z) =™
differencialhat6 a 0-ban és derivéltja 1.
Megoldds. Definicid szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x+0. Ekkor
sin0 sinx sinx

T _ o e — 1 e° -1 =z

x—0 T sinr sinz

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utdn az els? tényez? és a masodik tényez? is az 1-hez tart,
minthogy ezek nevezetes hatarértékek.

Példa. Igazoljuk, hogy

l—cosz  EET
i =% —gsinz, ha z#0
o= (T L

differencialhat6 a 0-ban és derivéltja 1/4.
Megoldds. Definicid szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x+0. Ekkor

Ircosz  Lging —0 1 —cosz tsinz
T 4 _ 4

x—0 x? T

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utan az els? tényez? és a masodik tag, mint nevezetes hatarérték
az 1/2-hez tart, mig a masodik tag az 1/4-hez. Emiatt a hatarérték 1/4.

Példak Bolzanora és Weierstrassra

fla) = e

felveszi-e a 2 értéket?

Felveszi-e a maximumat?

Differencialhatésag 7
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Feladatok (mindenféle gyors diff.)

flr) =xzsin (%) :

1. Kiterjeszthet?-e folytonosan ill. differencidlhaté médon az

f@) =z —=

2. Hany zérushelye van az % _nek?

4 3, a2 -
3. Hény zérushelye van az f (I ) =3z +8z" + 62" — 1 fiiggvénynek?

4. Mik a hatarértékei az ért. tart. hatdrain, milyen szakaddsa van, hol monoton, hol vannak a lok4lis
sz@ls?értékei, hol konvex, konkdv?

o f(z) =e*

Feladatok (mindenféle gyors diff.)
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