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Derivaltak, differencialasi szabalyok
Definicio. Az f: R —: R fuggvény derivaltfiiggvényén értjiik a

f': {z € Dom f | f "diff.hato z—ben”} — R, z — f'(z)
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Linearitas
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Linearitas: (-.a'f + bg ) =af +bg

A hozzaadott konstans szabél(ya: (/f
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Szorzat és hanyados

(fg) = f'g+ fq
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(ﬁfgh/)’ = f'gh+ fg'h+ fgh'
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Példa.
(sinzlnz) = —coszInz + sin(z)—
U
. !/ . . -
, sin coszcosx — sinx(—sinz) 1
(tgz) = D 2 T cae
COS T cos? x cos® a

Osszetett fiiggvény

(fog) =(fog)d
(fogoh) =(fogoh)(g oh)h

Példa.

L'Hospital-szabalyok

Tétel -- Gyenge L'Hospital-szabdly -- Legyenek fés g: A — R val6s-valds fiiggvények,u A A,
flw)=g(u)=0, mindkett? differencidlhaté u-ban €s g'(u) # 0. Ekkor Iétezik a lim (f/g), és

L f@) [
2g(z) o)

Ugyanis,' irjuk fel az 1. definiciénak megfelel?en a hatarértéket. Létezik az u-hoz olyan , :A — R, hogy
mindenx A Dom(f/g)-ra

flx)  flu) + f'(u)(z —u) + e(z)(z — u)
g(xz)  glu) + g'(u)(z —u) +n(z)(r — u)

€s lim = (u)=0, lim, = (u)=0. Emiatt és f{u)=g(u)=0 miatt

fz)  f(w) +e(2)
g(x) ~ g'u) + n(x)

Aminek a hatdréttéke, ha x tart u-hoz a kivant hanyados, amennyiben ellen?riziik, hogy g'(u) + nem lesz
nulla egy elég sz7k kornyzeteben. Ekkor ugyanis a hdnyadosnak nem lenne értelme. Nos, | | egy elég kis
kornyzetben a nulla Ig'(u)l/2 sugard kornyzetében lesz, igy ez a veszély nem fenyeget.

Szorzat és hanyados 2
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1. Feladat. a.

sin(0)
. 1 . ln cos = lim M cos(0)
lim(cosz)> = lime = =e—0 -
z—0 z—0

lim_ f=lim, g=0, vagy
lim, f'=lim, g '=0, vagy

>

Tétel -- Er?s L'Hospital-szabdly -- Legyenek fés g: (a,b) — R az (a,b)-ben differencialhato fiiggvények,

’

de lim, g™ = 0 és létezzen a

(n)
lim

2 g (@)

(z

Ekkor Iétezik a lim (f/g), és

= hm
Ir—a g(l )

. ['ni
lim f(z) (z)
T—a g(n)(l)

Bizonyitéds a Cauchy-féle kozépérték tétellel, illetve ennek altaldnositasaval

1. Feladat. b.
. In =inx
(sin I)I _ elll’l sinz _ o I’_ — x
. Insinz - _ rCoST
lim . =pg lim L — Jim —2—— =0
1 L'H N
—0+ = r—0+ — .- z—0+4 S r
* = o0 = |
1. Feladat. c.
~ sinzx —x o cosx — 1 . —sinx . —COSZI 1
im ————— = lim ————— = lim lim —— = ——
z—0 T —0 37% z—0 T z—0 6 6
1. Feladat. d.
1 —6'%L el
. r 3 X -
lim — =ppy lim ——— = lim —— = —oc
z—0+ Inx =0+ = z—0+ T
1. Feladat. e. x — /4
(th)—ln(_z—jI) _ e—]n (}I—I)lntgr —
11
. In tgx tg z cos® z
lim —— =pm hm - I +00
z=gt In(z—I) * 4+ In(z—Z)z—=
. 4 \ 1

L'Hospital-szabalyok
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* = ()

1. Feladat. f. -- amikor nem m?kodik az ismételt L'Hospitalas --

1 1
lim - — ——— =7
r—0 7 1 —cosx

1. Feladat. g. -- amikor nem m?kodik az ismételt L'Hospitalas --

1

€r

lim —— =7
z—0+ g7 4 e

(X}

Fermat-féle széls?értéktétel

Tétel -- Differencidlhat6 fiiggvény bels? pontbeli széls?értéke 1étezésének sziikséges feltétele -- Ha f
valés-valds fiiggvény és f differencidlhaté az 4 int Dom(f) pontban és f-nek u-ban lokalis széls?értéke van,
akkor

fw) =0,

Tipikus atvitelielves tétel, hisz a "http://wiki.math.bme.huhatarérték"http://wiki.math.bme.hu 1étezését
tudjuk, csak az ért€két kell kiszamolnunk. Tegyiik fel, hogy u-ban minimum van. Legyen ( ) az 0-hoz tartd
pozitiv sorozat, mely minden n-re  +u,u- ,  Dom(f). Ekkor

Most az els?t osszuk le &deta; -nel, a masodikat -&deta; -nel. Ekkor:

TS 2Ty gy = T2 200

éS - O.”

0<

S mivel, ha egy sorozat csupa nemnegativ (nempozitiv), akkor a hatarértéke is ilyen, ezért:
/ !
0 S f (U) S O azaz f (u) = O
2. Feladat. Igaz-e?

1. Ha f differencidlhaté az u  int Dom(f)-ben és f'(u)=0, akkor ott széls?értéke van.

2. Ha f differencidlhaté az u  Dom(f)-ben és ott széls? értéke van, akkor f'(u)=0.

3. Haf: [a,b] — R monoton és létezik f'(b) és = 0, akkor ott lokalis széls?értéke van (itt f'(b)-n a
baloldali derivéltat értjiik).

4. Ha f-nek azu int Dom(f)-ben sz€ls?értéke van, akkor f'(u)=0.

Megoldds.

1. Nem igaz. Ellenpélda: f(x)=x3 és u = 0. Itt ugyanis u  int Dom(f), '(0)=0, de nincs széls?értéke
f-nek. A derivdlt zarushelye ugyanis nem elégséges feltétele a széls?értéknek.

2. Nem igaz. [0,1] zarton az f(x)=x-nek széls?értéke a 0, de 0-ban a jobboldali derivalt 1.

3. Igaz. Még akkor is, ha f'(b) nem nulla, pusztdn a monotonitds kovetkezménye.

4. Nem igaz, mert még az se biztos, hogy létezik a derivélt. Ellenpélda: f(x)=IxI, u=0

Fermat-féle széls?értéktétel
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Lagrange-tétel

Innent?l kezdve attériink az intervallumon értelmezett fiiggvényekre. A Lagrange-tétel szigorian
intervallumon értelmezett fiiggvényekr?l szol.

Tétel -- Lagrange-féle kozépértéktétel -- Legyen f: [a,b] — R differencialhato fiiggvény. Ekkor 1étezik
olyan (a,b), hogy

f(b) — f(a)

b—a

1fp-
= (&)
Ugyanis, Legyen

f(b) — f(a)
b— a

m =

Olyan g differencidlhat6 fiiggvény adunk meg, melynek pontosan olyan x helyen van nulla derivaltja, ahol
f'(x)=m. Transzformdljuk el az f fiiggvényt az 1(x)=m(x-a) fiiggvénnyel. Ezzel a g(x) = f(x) - 1(x) olyan lesz,
hogy g(a)=f(a)=g(b). 1) g folytonos, igy a Weierstrass-tétel miatt felveszi mindkét tipusi extrémumaét. 2) van
sz8ls?értéke a nyilt (a,b)-n. Esetszétvélasztdssal. Ha max=min=f(a), akkor a fliggvény konstans, igy van beliil
extrémum. Ha barmelyik nem f(a), akkor az a valamelyik nem lehet a-ban vagy b-ben (mert ezekben g f(a)).
3) alkalmazhatjuk a Fermat-féle széls?értéktételt, igy g'( )=0, azaz f'( )=m

3. Feladat. Igaz-e, hogy ha f differencidlhat6, akkor barmely pontjara teljesiil a fenti kijelentés?

Megoldds. Nem: f(x)=-1, ha x < 0, f(x)=1, ha x> 0, differencidlhat6, de az [-1,1]-re az 1/2-et sosem veszi fel
a derivalt.

Monotonitas differencialis feltételei
Tétel. f:1 — R differencidlhat6. Ekkor a kovetkez? két kijelentés ekvivalens egymassal:

1. f monoton névekv‘.”, _‘
2. minden x [-re f (I) =0
Ugyanis, 1) — 2)a<x I-re: a monotonitdsbol:
flz)—f(a) 20 [ (z—a)
xTr)— 1
@)~ 1) _

Tr—a -
x <a I-re: a monotonitasbol:

f@)=f(@)20  /:(a—2)
O f(l) /) 10

- a—2T r—a

azaz a kiilonbségihanyados fiiggvény mindeniitt nemnegativ (amit ugy neveziink, hogy a fiiggvény az a-ban
lokélisan n?), azaz ennek hatarértéke sem lehet negativ. 2) — 1) mindena<b I-re:

Lagrange-tétel 5
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Lo f©=0  /(b-a)
f(b) = fla) 20
azaz f monoton n?.
Tétel. f:1 — R differencidlhat6. Ha minden x  I-re f'(x) > Of, akkor f szigorian monoton ndvekv?.

Ugyanis, indena<b I-re:

f(b) — fla)
b—a
fib) = fla) >0

=f>0 /-(b—a)

azaz f szigortian monoton n?.
4. Feladat. Igaz-e?

1. Ha f monoton n?, akkor f' nemnegativ.

2. Ha f monoton n?, és mindenhol differencialhat6, akkor f' nemnegativ.

3. Ha f mindenhol differencialhaté és f' mindenhol nemnegativ, akkor f monoton n?.
4. Ha f intervallumon differencialhaté és szigortian monoton n?, akkor f' pozitiv.

Megoldds.

1. Ha dgy értjiik, hogy mindenhol diffhaté és f' nemnegativ, akkor nem ha tigy, hogy csak ahol f'
1étezik, akkor igaz.

2. Igen, mert ekkor lokalisan is monoton n?.

3. Nem, f(x)=-1/x derivaltja mindenhol Iétezik, mindenhol nemnegativ €s mégsem monoton n? (csak
intervallumonként n?)

4. Nem, f(x)=x3 szig. mon n?, de 0-ban a derivalt 0.

5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x > 0, akkor f(x) = In(14+x)-x+1/2x2 > 0!

Megoldds. Mivel 0-ban folytonosan kiterjeszthet?, ezért ha a kiterjesztés szigortian monoton novekv? lenne,
akkor fennéllna a kijelentés. Ehhez az kell, hogy a derivélt (0,+ )-en pozitiv legyen:

: —14+2x2>0
14+ =z

A baloldali fiiggvény negativitdsira abbdl kovetkeztethetiink, hogy szigorian monoton névekv? a folytonos
kiterjesztése (ami létezik, O-ban 1), amihez az kell, hogy a derivéltja (0,+ )-en pozitiv legyen:

1 _
—m+l>0

ami fennall, hiszen ez pont azt mondja, hogy
1> !
(1+2)?

Monotonitas differencialis feltételei
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azaz

1< +x)?
A fiiggvényvizsgalat differencialis eszkozei

Hatarértékek az értelmezési tartomany hatarpontjaiban

Ezt a hatarérték é€s m?veletek kapcsolatdra vonatkoz6 tételekb?l, vagy differencidlhatd, intervallumon
értelmezett fiiggvénynél, ha a hatarérték hatdrozatlan alakd, akkor L'Hospital-szaballyal allapitjuk meg.

Az els? derivalt vizsgalata

Lattuk a monotonitas differencidlis jellemzését:

f
f

Diff(1) : feM
Diff(I) : feM= < f'<0

[
N
[
N

A sz€ls?értékre és annak jellegére az els? derivaltbdl a kovetkez? mdédon kovetkeztethetiink:

Tétel. -- Els?derivalt préba -- Legyen az f (a,b) — R differencidlhaté az (a,u)U(u,b) halmazon és folytonos
u-ban. Ekkor:

1.haf <0 (a,u)-n és f' > 0 (u,b)-n, akkor u-ban minimum van,
2.haf <0 (a,u)-nés f' > 0 (u,b)-n, akkor u-ban maximum van,
3. ha azonos el?jel? mindenhol, akkor biztosan nincs széls?érték
4. ellenkez? esetben a proba nem jat sikerrel.

Vilagos, hogy ehhez kell a monotonitasi vizsgélat.

A masodik derivalt vizsgalata

A gorbiiletre vonatkoz6 differencidlis feltétel:

Konv <

f e Diff*(I) : f 0
€ {onk < 0

>
feDiff’(I):  f fr<

(=
N—
[
N

A sz€ls?értékkel analdg fogalom itt az inflexios pont, mely eleve a differencidlis feltétellel definidlt: azt

a2/
mondjuk, hogy az u I pont inflexids pontja az f € Diff ([ ) fliggvénynek, ha abban a pontban a

masodik derivalt el?jelet valt.

Erdemes még megjegyezni a széls?értékre vonatkoz6 masodikderivalt prébat, mely lokalis abban az
értelemben, hogy pusztan csak a masodik derivalt pontbeli értéke a dont?:

feC*I)

Tétel. -- Masodikderivélt préba -- Legyen - olyan, hogy az u  int(I) pontban f'(u)=0. Ekkor

¢ ha f"(u) > 0, akkor u-ban f-nek u-ban lokalis minimuma van,
¢ ha f"(u) < 0, akkor u-ban f-nek u-ban lokalis minimuma van,
® mas esetekben a préba nem jar sikerrel.

A faggvényvizsgalat differencidlis eszkdzei
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A tétel igy, azaz a kétszeri folytonos differencidlhatésg megkovetelésével kimondva vildgos. Az els? esetben
u egy kornyezetében f" pozitiv, azaz f' szig. mon. n?, azaz a f' a 0-n 4thaladtdban el?jelet valt, igy az els?
derivalt préba szerint ott sz€éls?értéke van (éspedig minimum). A masi eset analég ezzel.

Feladat Vizsgaljuk meg monotonitds, sz€ls?érték és gorbiilet szempontjabdl a kdvetkez? fiiggvényeket!

flz)=2zlnzx

(@) = el

A masodik derivalt vizsgéalata 8
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