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Teljes differencialhatésag, gyakorlas

1. Hol derivalhat6?
, al 4 4
flzy) =zt +y
2. Hol derivalhat6?

2L (zy) #(0,0)

rd +y-.1 |
0, (z,y) = (0,0)

Iranymenti derivalhatosag és differencialhatosag

Ha e tetsz?leges egységvektor, akkor

iy Jtte) — f(w)

f—0 t

— 8.f(u) = [grad f(u)] - € — [Vf(u)] - €

Példa.

Ekkor
J7(0,0) = [0,0]

Ha tehat differencidlhat6, akkor az iranymenti derivaltak (Gateau-derivéltak) is 1éteznek (e egységvektor):

8, f(u) = }Ln% flu+ tEt) — f(u) _ Jf(01 0)-e=e-grad f(u)

Am, polarkoordinétakra ittérve:
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ami nem differencialhaté a O-ban.
Illetve nézziik meg a (3,4) vektor mentén!

Megjegyzés. Persze abbol, hogy az 6sszes iranymenti derivélt 1étezik, abbdl nem kovetkezik, hogy a
fliggvény totdlisan derivéilhato.

Széls?érték sziikséges feltétele

Egyel?re dllapodjunk meg abban, hogy gradiensnek nevezziik a kdvetkez? tobbvaltozos vektorérték?
fliggvényt: ha f: R" _— R parcidlisan differencidlhatd, akkor

grad f(z) = (91f (), ..., O f (z))
mely 1ényegében az f els?rend? parcidlis derivéltjaibdl képezett vektor.
Kés?bb a gradienst egy kissé masképp fogjuk értelmezni és amit most definidltunk, az a gradiens sztenderd
bazisbeli matrixa lesz (adott pontra vonatkozdan).
Tétel - Fermat-féle szés?értéktétel - Legyen f: R® 2— R, u int Dom(y), f parciélisan differencidlhaté
u-ban.

Ha u-ban f~-nek (lokélis) sz€ls?értéke van, akkor

grad f(u) = Ogn

U.is: minden i-re az i-edik parcidlis fliiggvénynek sz€ls?értéke van u-ben, igy az egyvaltozés Fermat-tétel
miatt ezeknek a derivaltja u-ben 0, igy a gradiens értéke 0.

Példa
2 2
f(a,y) =a%y
Ennek gradiense:

DR

grad f(z,y) = (227, 2y2?)

I. 2zy® = 0
II. 2yz? = 0

Iranymenti derivalhatésag és differencialhatésag
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egyenletrendszer megoldasai: x = 0, y tetsz?leges ill. y = 0 és x tetsz?leges. A széls?értékek helyei csak ezek
koziil keriilhetnek ki és ezek valdban szE€ls?értékek is, mert ezeken a fiiggvény O-t vesz fel, ami a lehetséges
legkisebb értéke.

Magasabbrend? parcialis derivaltak

Ha f parcidlisan derivélhat6, akkor o,f és 0,f szintén kétvéltozos fiiggvények (a pontonként a derivéltak, mint
fiiggvényértékek értelmezésével) és érdekl?dhetiink ezek parcidlis differencidlhatésaguk irdnt. Példaul:

flz,y) =2y +2° -y’

O f(z,y) = 9y.f

Oyf(z,y) =« 3y
Oz(02f)(z,y) =y +201
9,(0,f)(z,y) = 122°y" — 6y
d(d f)(z,y) =2y 3
L)z, y) = dzy®

Es val6ban:

Tétel. (Young-tétel) Ha a masodrend? parcidlis derivaltak 1éteznek az u egy kornyezetében és folytonosak az
u pontban, akkor az u-beli vegyes masodrend? parcildis derivéltak egyenl?ek:

O2(0yf)(u) = 8,(8:f)(u)
Azaz az aldbbi, Ggy nevezett Hesse-matrix szimmetrikus:

02 f(u) 0% f(u)]
ox? OyOx

H' (u) =
2 f(u) O*f(u)
| Ozdy Oy?

Feladat. Az a kitétel, hogy az u-ban a masodrenr? parcildis derivaltak folytonosak, nem hagyhat? el,
ugyanis. Legyen

I

0,  ha(zy)

f(z,9) o
I,Y) =\ zy(z2—y?) -
WE ha (z,9) £ (0,0)

S—’

Ekkor a 0-ban nem egyenl? a két vegyes parcidlis derivalt.

Tekintsiik a parcialis derivaltakat:

(9y.f)(,0) — (8,[)(0,0)

0,(8,1)(0,0) = lim

Példa 3
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9,(9..1)(0,0) = lim (0:£)(0,9) ; (8, £)(0,0)
(Oxf)(z,0) — (9.f)(0,0)
T

(ayf)(O, y)— (dyf)(o 0)
Y

8,(0:1)(0,0) = lim

3y(ayf)(,0,0) - Ll_l%

Ehhez tehdt elegend? kiszamitani a kovetkez? foggvényeket: y +— (9,£)(0,y), X +— (ayf)(x,O). Ehhez a
parciélis derivaltak:

9. f(0,y) = lim

f(t,y) - f(0,0) _ { 0, hay=0

t—0 t —y, hay#0
0 ero oy J(@:t)— f(0,0) [0, haz=0
= 111% t )z, haz#0
i 0, t)— f(0,0
0yf(05y)=}Ln%f('y+ 2 0,09 _,
o z+t,0)— f(0,0
.f(z,0) — lim flz+1t, 2 0,09 _,

Megjegyezziik, hogy a g=(8xf,8yf) fliggvény (0,0)-beli parcidlis derivaltjai nem lehetnek folytonosak, mert ott
a fiiggvény nem totélisan diffhat6. Ugyanis a g Jacobi-métrixa:

J9(0,0) = H'(0,0) = [(1) _01]

ami a 907-os forgatds. Ekkor a g-t a (t,0) vektorral kozelitve a 0-ba:

g(l‘,O) —9(0, 0) — Jg(O’O) ) (t,O) — km (Oa _t)
L

marpedig ha g minden parcidlis derivaltja folytonos lenne a (0,0)-ban, akkor g totdlisan is derivalhat6 lenne.

lim

Tobbvaltozos fiiggvény széls?értéke
- 2
f(z) = fu) + Ji(z —u) + (z — y)Hi(z — u) + £(2)||z — u|

Masodikderivalt-préba
Kétszer differencidlhat6 fiiggvényre vonatkozéan megfogalmazhatjuk a lokélis maximum és minimum
1étezésének elégséges feltételét. Csak a kétvaltozos fiiggvényekkel foglalkozunk. Tegylik fel, hogy grad f{u)
=0 és Hf(u) az f Hesse-métrixa

1. ha det Hf(u) > 0 és E)nf(u) < 0, akkor f~nek u-ban maximuma van

2. ha det Hf(u) > 0 és E)nf(u) > 0, akkor f~nek u-ban minimuma van

3. ha det Hf(u) < 0, akkor f-nek biztosan nincs széls?értéke, in. nyeregpontja van
4. ha det Hf(u) = 0, akkor a préba nem jért sikerrel, azaz tovabbi vizsgédlatokat igényel annak eldontése,

Magasabbrend? parcialis derivaltak 4
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hogy u széls?érték hely-e.

Megjegyzések. Mivel kétvaltozds esetben
) - N o , o 2

det H (u) = 011 f(u) - Sua f (1) — (B2 f (u))?
ezért olyan eset nem létezik, hogy det Hi(u) > 0 és auf(u) =0.
Vildgos, hogy a masodik derivalt tipikusan azokndl a fiiggvényeknél jar sikerrel, melyeket egy masodfoku
fliggvény kozelit a legjobban (aszimptotikusan misodfokuak). Ha a fiiggvény ennél magasabb fokd, akkor a

masodik derivaltak elt?’nnek és a Hesse-martix elfajul (vagy legaldbb is tipikusan elfajul).

Ha tehat

/A B
Floay —
) = (B C’) det H/ (1) — AC — B?
, akkor . ,

és gy a tipikus példak a kovetkez7k.
Példak

1. Ha B kicsi, azaz az AC-hez képest kis abszolutréték? szam, akkor a széls?érték irdnydba mozdul el a
feladat.

flz,y) =2 + 2y +

Ekkor grad f=(2x+y,2y +x)és

HY (z,y) = (f ;)

azaz 4 -1 =3>0é&s 2 > 0 miatt minimum.
2. Ha IBl nagy (azaz AC-hez képest nagy), akkor a bizonyosan nemszéls?érték irdnyéba.
( 2 : 2
flz,y) = 2" = 3zy +y

Ekkor grad f=(2x + -3y, 2y +-3x ) és

H (z,y) = (_23 __23>

azaz 4 - 9 = -5 < 0 miatt nincs sz€ls?érték: nyeregpont.

3. Negativ A és C-re és kis B-re:

flz,y) = —2* + 2y — y*

Ekkor grad f=(-2x + 3y, -2y + 3x ) és

Masodikderivalt-proba
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: -2 1
Wy - (7 1)

azaz 4 -1 =3>0é&s -2 < 0 miatt maximum.
4. Ha A és C el?jele ellenkez?, akkor rogton kovetkezik, hogy nincs sz.€.
' 2 2
flr,y) =2" +ry—y

Ekkor grad f=(2x+y,-2y +x ) és

HY (z,y) = (T _12)

azaz -4 - 1 =-5 <0 azaz nyeregpont.

5. Atipikus eset, ha AC = B2 Ekkor nem jar sikerrel a préba:

f(z,y) = 2 + 22y + ¢

Ekkor grad f=(2x+ 2y, 2y +2x ) és

2 2
H (z,y) = (2 2)

azaz 4 - 4 = 0, azaz hatdrozatlan eset. De tudjuk, hogy
~y v )2
flz,y) = (z+y)
ami pontosan akkor minimadlis, ha x = -y, azaz ezeken a helyeken van széls?érték.

6.

flz, -y) — 327 — Gxy + Ey.‘}

+.l:

fla,y) = yfa? +y2 e 30

potlé gyakorlat 5. gyakorlat

Példak
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