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Differencialhatosag

A tobbvaltozds differencidlhatésagot az egyvaltozos aldbbi atfogalmazasabdl altalanositjuk:
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Definicié. Legyen f: R® 20— R™ésu int Dom(f). Azt mondjuk, hogy f differencialhaté az u pontban,
ha létezik olyan A: R* — R™ linedris leképezés, hogy
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Ekkor A egyértelm? és az fleképezés u-bent beli differencialjanak nevezziik és df(u)-val vagy Df(u)-val
jeloljiik. Ezt a fogalmat néha teljes differencidlnak, totdlis differencidlnak vagy Fréchet-derivdlmak is
mondjuk.

Megjegyzés. A fenti hatarérték O volta egyenérték? a kovetkez? kijelentéssel. Létezik A: R" — R™ linedris
leképezés és : Dom(f) — R™ fiiggvény, melyre:

folytonos u-ban és (u)=0, tovabba
minden x Dom(f)-re:
f(@) = f() + Az — u) + =(@)][z —
Megjegyzés. Azt, hogy A egyértelm?, a kovetkez?kkel bizonyithatjuk. Legyen A és B is a mondott

tulajdonsagu, azaz létezzenek és az u-ban elt?’n? és ott folytonos Dom(f)-en értelmezett fiiggvények,
melyekre teljesiil, hogy minden x Dom(f)-re

f(z) = f(u) + Az — u) + =(z)||z — u]]

F(z) = f(u) + Bz —u) + n(z)||z — ]
ezeket kivonva egymasbol és hasznidlva minden x-re:
(A - B)(z —u) + (e(z) — n(2))||z — ul| = 0

igy minden x = u + ty értékre is az azonosan nullat kapjuk, ha t pozitiv szdm, y pedig rogzitett nemnulla
vektor, azaz minden t-re

Differencialhatésag
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(A= Bty + (s(u + ty) — n(u + ty))||ty|[ = 0

az azonosan 0 fliggény hatarértéke t—+ 0 esetén szintén nulla:

o (A= B)(ty) + (e(u+ty) — n(u + ty))||ty]]
0= lm& ;

= (A=B)y

hiszen t-t kiemelhetiink és egyszer?sithetiink és t— O esetén és nullava valik. Ez viszont pont azt jelenti,
hogy a két lineéris operator azonosan egyenl?.

Jacobi-matrix

A df(u) lineéris leképezés (e,,e,....,e,) szetenderd bazisbeli métrixa legyen: [df(u)] = A. Vizsgéljuk mibe viszi
a bazisokat df{u) leképezés!

Irjuk fel a definici6t, de az e, egységvektor mentén tartsunk u-hoz: x = u + te,. Ekkor
T —u=te
ami azért hasznos, mert a
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alakbdl kiemelheto t:
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vagyis f koordindtafiiggvényeinek az els? valtozd szerinti parcidlis derivaltja az u pontban. A tobbi
oszlopvektor ugyanigy:
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[df(u)] = I (u) = 31f-j>(-u) a‘_f*:z(u) alfj“)(u)
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amelyet Jacobi-matrixnak neveziink.

Jacobi-matrix 2
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Kovetkezmény. Tehat. ha f totdlisan differencialhaté, akkor parcidlisan is differencidlhato és a differencial
sztenderd bazisbeli matrixa a Jacobi-matrix.

Azaz:
teljes differencidlhatésdg —= parcialis differencidlhatdsig

de ez forditva mar nem igaz:

parcialis differencidlhatésag 75' teljes differencidlhatésag

Erre vonatkozik a két alabbi példa.
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