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Tartalomjegyzék

o 1 S7z€Is?¢rték sziikséges feltétele
¢ 1.1 Példa

e 2 Magasabbrend? parcilis
derivaltak

¢ 3 Toébbvaltozos fiiggvény
széls?€értéke
¢ 3.1 Masodikderivalt
proba
¢ 3.1.1 Példak
¢ 4 Kiegészités
¢ 4.1 Skalarfiiggvények
szorzata
0 4.1.1 Példa

¢ 4.2 a x ... operdtor
0 4.2.1 Megoldis
¢ 4.3 a ... operitor
0 4.3.1 Megoldis
¢ 4.4 Tovabbi példa
skalarfiiggvényre

0 4.4.1 Megoldis
¢ 4.5 Indexes derivalas

04.5.11.Példa

0 4.5.2 2. Példa

0 4.5.3 3. Példa

¢ 4.6 Derivalttenzor €s
invariansai

04.6.1
Skalarfiiggvénnyel
vald szorzas

04.62

Vektorfiiggvények
skalaris szorzata

Széls?érték sziikséges feltétele

Egyel’re allapodjunk meg abban, hogy gradiensnek nevezziik a kovetkez? tobbvaltozés vektorérték?
fiiggvényt: ha f: R® 2— R parcidlisan differencidlhat6, akkor

grad f(z) = (91f (), ..., O f (z))
mely 1ényegében az f els?rend? parcidlis derivéltjaibdl képezett vektor.
Kés?bb a gradienst egy kissé masképp fogjuk értelmezni és amit most definidltunk, az a gradiens sztenderd
bazisbeli matrixa lesz (adott pontra vonatkozdan).
Tétel - Fermat-tétel - Legyen f: R —~— R,u int Dom(y), f parcidlisan differencialhaté u-ban.
Ha u-ban f~nek (lokélis) széls?értéke van, akkor
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grad f(u) = Oga

U.is: minden i-re az i-edik parcidlis fliggvénynek sz€ls?€érté€ke van u;-ben, igy az egyviéltozds Fermat-tétel
miatt ezeknek a derivaltja u-ben 0, igy a gradiens értéke 0.

Példa
2 2
f(z,y) = 2%y
Ennek gradiense:

grad f(z,y) = (22, 2ya?)

I. 229> = 0
II. 2yz? = 0
egyenletrendszer megolddsai: x = 0, y tetsz?leges ill. y = 0 és x tetsz?leges. A széls?értékek helyei csak ezek

koziil keriilhetnek ki és ezek valéban széls?értékek is, mert ezeken a fiiggvény 0-t vesz fel, ami a lehetséges
legkisebb értéke.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics

unset ztics

unset key

unset colorbox

splot S*x*x*y*y

Magasabbrend? parcialis derivaltak

Ha f parcidlisan derivélhat6, akkor o,f és 0,f szintén kétvéltozos fiiggvények (a pontonként a derivéltak, mint
fiiggvényértékek értelmezésével) és érdekl?dhetiink ezek parcidlis differencidlhatésaguk irdnt. Példaul:

fla,y) = 2%y + 27—y

Széls?érték sziikséges feltétele 2
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. 3
9:(0,f)(z,y) = dzy
Es valGban:

Tétel. (Young-tétel) Ha a masodrend? parcildis derivaltak 1éteznek az u egy kornyezetében és folytonosak az
u pontban, akkor az u-beli vegyes masodrend? parcildis derivaltak egyenl?ek:

O2(9y f)(u) = 8y(0:.f)(u)

Azaz az aldbbi, Ggy nevezett Hesse-matrix szimmetrikus:

ox? dyox
Hl (u) =

Feladat. Az a kitétel, hogy az u-ban a méasodrenr? parcildis derivaltak folytonosak, nem hagyhaté el,
ugyanis. Legyen

f(z,y) { 0,  ha(z,y) =(0,0)
Z,Y) = zy@a2-y?) T
%, ha (z,y) # (0,0)

Ekkor a 0-ban nem egyenl? a két vegyes parcidlis derivalt.

Tekintsiik a parcialis derivaltakat:

9:(8,1)(0,0) = lim (9yf)(=,0) . (8,)(0,0)

(alf)(()! y) - (al‘f)(o- O)
Y
(arf)(ma 0) - (ar-f)(ovo)

(0,)(0,9) ~ (8,£)(0,0)
Yy

Oy (0 f)(0,0) = lim

y—0

0.(0:)(0,0) ~ lim

9y(0yf)(0,0) = Ll_l}g)

Ehhez tehat elegend? kiszdmitani a kovetkez? foggvényeket: y + (9,.£)(0,y), X +— (ayf)(x,O). Ehhez a
parcidlis derivaltak:

: . f(t,y)—f(0,0) [0, hay=0
0:f(0,y) = lim / “1-y, hay#0

9y f(z,0) = lim f(z,t) — £(0,0) _ {0, haz =0

t—0 t z, haxz#0

[0,y +1) — £(0,0)
t

9,/(0,y) = lim -0

Magasabbrend? parcialis derivaltak 3
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N : z+t,0)— (0,0
0.f(2,0) — iy LEHEOZTO0

Megjegyezziik, hogy a g:(axf,éyf) figgvény (0,0)-beli parcidlis derivaltjai nem lehetnek folytonosak, mert ott
a fliggvény nem totdlisan diffhat6. Ugyanis a g Jacobi-matrixa:

J9(0,0) = H'(0,0) = l? _01]

ami a 907-os forgatds. Ekkor a g-t a (t,0) vektorral kozelitve a 0-ba:

0(t:0) ~9(0.0) ~ JH0.0)-(10) (0.~ , 0 o
= »0)

t|

marpedig ha g minden parcidlis derivéltja folytonos lenne a (0,0)-ban, akkor g totélisan is derivdlhaté lenne.

lim
o5 i

Tobbvaltozos fiiggvény széls?értéke
Masodikderivalt préba
Kétszer differencidlhaté fiiggvényre vonatkoz6an megfogalmazhatjuk a lokélis maximum és minimum
1étezésének elégséges feltételét. Csak a kétvaltozds fiiggvényekkel foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy grad f(u)
= 0 és Hf(u) az f Hesse-métrixa

1. ha det Hf(u) > 0 és 81 JS(u) <0, akkor f-nek u-ban maximuma van

2. ha det Hf(u) > 0 és 9,,f(u) > 0, akkor f-nek u-ban minimuma van

3. ha det Hf(u) < 0, akkor f-nek biztosan nincs sz€ls?értéke, Gin. nyeregpontja van

4. ha det Hf(u) = 0, akkor a proba nem jért sikerrel, azaz tovabbi vizsgdlatokat igényel annak eldontése,

hogy u széls?érték hely-e.

Megjegyzések. Mivel kétvaltozds esetben
det HY (u) = 8y1 f(u) - aa f (u) — (B12.f (u))”
ezért olyan eset nem létezik, hogy det Hf(u) > 0 és auf(u) =0.
Vilagos, hogy a masodikderivalt tipikusan azoknal a fiiggvényeknél jar sikerrel, melyeket egy masodfokud
fliggvény kozelit a legjobban (aszimptotikusan méasodfokuak). Ha a fiiggvény ennél magasabb fokd, akkor a

masodik derivaltak elt?nnek és a Hesse-martix elfajul (vagy legalabb is tipikusan elfajul).

Ha tehat

. (A B
f _
H () = (B C’) det H (u) = AC — B?
, akkor - A ,

és igy a tipikus példak a kovetkez?k.

Toébbvaltozos fuggvény széls?értéke 4
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Példak

1. Ha B kicsi, azaz az AC-hez képest kis abszolutréték? szam, akkor a szE&ls?érték irdnydba mozdul el a
feladat.

flz,y) =2 + 2y +y*

Ekkor grad f=(2x+y,2y +x)és

HY (z,y) = ( )

azaz 4 -1=3>0¢&s 2 >0 miatt minimum.

2 1
1 2

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1

unset
unset
unset

xtics

ytics
ztics

unset
unset

key
colorbox

splot x*x+x*y+y*y

2. Ha IBl nagy (azaz AC-hez képest nagy), akkor a bizonyosan nemszEls?érték irdnyaba.

flz,y) =a* = 3zy +y
Ekkor grad f=(2x + -3y, 2y + -3x ) és

2
—3

-3
9

4

azaz 4 - 9 = -5 < 0 miatt nincs sz€ls?érték: nyeregpont.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1

unset
unset
unset
unset
unset

xtics
ytics
ztics
key
colorbox

splot x*x -3*x*y+y*y

Pelda

Kk
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3. Negativ A és C-re és kis B-re:

flz,y) = —? + Yy — yQ

Ekkor grad f=(-2x + 3y, -2y + 3x ) és

—2 1
W)= (7 )

azaz 4 -1 =3 >0 és -2 < 0 miatt maximum.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics
unset ztics
unset key
unset colorbox

splot -x*x +x*y-y*y

4. Ha A és C el?jele ellenkez?, akkor rogton kovetkezik, hogy nincs sz.€.
2 2
flz,y) =2" 2y —vy

Ekkor grad f=(2x+y,-2y +x ) és

HY (z,y) = (T _12>

azaz -4 - 1 = -5 <0 azaz nyeregpont.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics

unset ztics

unset key

unset colorbox

splot x*x +x*y-y*y

5. Atipikus eset, ha AC = B2. Ekkor nem jér sikerrel a proba:

Példak


http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+pm3d%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+size%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+xrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+yrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+zrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+view%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+xtics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+ytics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+ztics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+key%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+colorbox%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+pm3d%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+size%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+xrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+yrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+zrange%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+view%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+xtics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+ytics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+ztics%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+key%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky
http://wiki.math.bme.huhttp://www.google.com/search?q=%22set+colorbox%22+site%3Ahttp%3A%2F%2Fwww.gnuplot.info%2Fdocs%2F&btnI=lucky

Matematika_A2a_2008/6._gyakorlat
flz,y) = 2* + 22y +

Ekkor grad f=(2x + 2y, 2y + 2x ) és

: 2 2
HY (z,y) (2 2)

azaz 4 - 4 = 0, azaz hatdrozatlan eset. De tudjuk, hogy

' 2
flzy) = (z+y)
ami pontosan akkor minimalis, ha x = -y, azaz ezeken a helyeken van sz&ls?érték.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics

unset ztics

unset key

unset colorbox

splot (x+y)*(x+y)

Kiegészités
Skalarfiiggvények szorzata
,wH— Rahol H Rv"ésazu H-ban mindketten differencidlhatok, akkor p is és
[d(Ape)(u))y; = 05(Ap) = pd; A + Xojp = [p(u).grad A(u) + A(u).grad p(u));
azaz
grad(Ap)(u) = p(u).grad A(u) + A(u).grad p(u)
Példa
Szamoljuk ki r2 derivaltjt a szorzat szabdlya szerint.

Egyrészt, ha r # 0, akkor

= 2 = 2r

r r r

grad|r| = 2

adr? = grad |r| - .
gradr” = grad |r| ]

Masrészt, ha r = 0, akkor

Kiegészités 7
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r’=0+4+0-r+ || |r|
minden r-re fenndll, igy grad(id?)(0) = 0 alkalmas az (r)=Irl-rel, tehét r? differencidlhat6 0-ban is.
a X ... operator
Differencidlhaté-e és ha igen mi a differencidlja, divergencidja, roticidja a

v:R* =R’ v(r)=axr
leképezésnek, ahol a el?re megadott konstans vektor.
Megoldas
Az ax.., azaz az

axl

(itt I az identitas leképezés) leképezés linedris, minthogy a vektoridlis szorzas mindkét véaltozéjaban linedris
(v Lin(R%R?)), igy differencialhat6 és differencialja sajat maga:

dlaxI)(r)=ax]I
azaz
(d(ax I)(r))h=axh
minden h ésr R3 vektorra.
Jacobi-métrixa (a sztenderd bazisbeli métrixa) tetsz?leges (X,y,z) pontban:

0 —a3 (05}
(z,y,2) = as 0 —o
—a9 aq 0

Jaxl

Mivel a f?4tl6beli elemek mind nulldk, ezért ebb?l rogtdn kovetkezik, hogy div(a x I)(r) = 0.

—

rot Vl”l — E_)kc) EklmULm = Ejjkt l-lmald Tm = EqjkE klmal()_]m = EijkEkljM =
= Ok — OpiOia; = 3a; — a; = 2a;

azaz rot v (r) = 2a. Az el?bb felhaszndltuk a kett?s vektoridlis szorzatra vonatkozo kifejtési tétel indexes
alakjat, a

EijkEklm = ()jméli - Ojl()im

ami azt mondja, hogy ha az ijk és klm-ben a nem azonos parok jé sorrendben kévetkeznek, akkor az
epszolon 1-et, ha rossz sorrendben, akkor -1-et ad.

Példa
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a - ... operator

Differencidlhat6-e és ha igen mi a differencidlja
d:R* = R; &(r)=a-r

leképezésnek, ahol a el?re megadott konstans vektor.

Megoldas

Skalartér 1évén  gradiensét kell kiszdmolnunk. Mivel ez is linedris leképezés, ezért differencidlhato és
differencialja sajat maga, azaz a gradiens vektor pont a:

grad(a-r) =a
Ezt persze indexes derivaldssal is kiszdmithatd:

lgrad ®|; = d;arzy = a0;x) = apdy. = a;
Tovabbi példa skalarfiiggvényre

Hatérozzuk meg a

d:R*—=R; Or)=|ixr

(ahol i az x irdnyu egységvektor, .| a vektor hossza) fliggvény szintvonalait, differencidlhatésagat,
gradiensét!

Megoldas

Erdemes koordinatas frdsmddra 4ttérni, hiszen az i vektor 1igy is a koordinatarendszerhez kapcsolédik. A
vektoridlis szorzas definicija miatt

(z,y,2) = B(r) = |r| - sin(i,x) . = V47 + 22

Tehét azok a pontok vannak azonos szintfeliileten, melyeknek az [yz] sikra vett vetiiletiilk azonos hosszisagu
(i X r hossza az i-re mer?leges komponense r-nek). Az

y2+72=0
egyenlette] megadott pontokban (masként: y = 0 & z =0 & x tetsz?leges) a fliggvény nem differencidlhato,
ugyanis a =0 szintfeliilet elfajilt médon csak egy egyenes, az x tengely, igy a gradiens vektor irdnya nem
egyértelm?. Ezt azzal is igazolhatjuk, ha vessziik ezekben a pontokban példaul az y irdnyu parcialis
fliggvényt:

®(20,0 +¢t,0) = V2 = [t|

azaz az (x,,0,0) pontokhoz tartozé (x,, . ,0) parcidlis fliggvény nem differencialhat6 a 0-ban.

Maishol a gradiensvektor, a parcidlis derivaltakat kiszdmitva

a ... operator 9
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Yy <
/S AN A )
VY2 VYRt

grad ®(z,y,2) = [0

vagy masként:

grad ®(r) =1 x e

i xr|
Megjegyezziik, hogy ehhez még a fiiggvénykompozicié derivalasi szabélyaval is lejuthattunk volna:
1

rad ®(r) = gradv/(i X r)2 = —————
g (r) = grady/(i X r) N T

-2(ixr) x(—1)

Indexes derivalas

Most csak a sokféle szorzat derivaltjanak értékét szamitjuk ki. Minden esetben igazolhatd, hogy ha a
formuldkban szerepl? 0sszes derivdlt 1étezik, akkor a formula érvényes (s?t, ha a fliggvények az adott
pontban differencidlhatok, akkor a szorzat is differencidlhat6 az adott pontban). Az matrixelemeket
indexesen szdmitjuk.

Feltéve példdul, hogy az f tobbviltozds skaldrfiiggvény parcidlisan differencidlhatd, a gradiens elemeit igy
nyerjiik:

lgrad f]; = O; f
1. Példa

Ha f{(r) = r?, akkor

3

3

r? — Z[r]k[r]k = Z rrry = [Einstein konv.| zzy,
k=1 k=1

lgrad fl; = Oizrrr = 20;Tk + T 0Ty,

de a koordinatafiiggvények derivaltjairdl tudjuk, hogy azoknak az értékét a Kronecker-delta adja:

) 1, ha i=Fk
dil'k — ()z'k — {0‘ ha 1 7é k

azaz
[grad f]; = 2240y = 22; = [27];

tehat parcidlisan differencidlhaté minden pontban és a Jacobi-martix elemei a fentiek.

Megoldas 10
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2. Példa

Ha f(r) = ar, akkor
lgrad f|; = Oiapxy = apOixy, = apdy, = a; = [aj;
3. Példa

Ha f(r) = Irl , akkor
'2 Pe 3 a O’
lgrad f|; = Oi(zpa)™" = Oi(xp)™ = 3(17;.“) 196,24

itt ne feledjiik, hogy k-ra szummadazunk és hogy az dsszetett tényez?ben a skaldris szorzat szerepel:
: T W T
5-1.. _ 0 — |alrl@?
[grad f1; = a(@iz)F1z; = [alr” 5] — [a|r| —}
; :
(3

tehat parcidlisan differencidlhaté minden pontban és a Jacobi-martix elemei a fentiek.

Derivalttenzor és invariansai

Ha A az fR* — R"leképezés differencidlja az u pontban, akkor A-t derivélttenzornak nevezziik. Minden
tenzor egyértelm?en el?4ll egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor 6sszegeként:

A=A +A,

Ebb?l a szimmetrikus rész f?4tlbeli elemeinek dsszege minden bazisban ugyanaz a skaldris érték, melyet a
tenzor nyomdnak, illetve a fiiggvény divergencidjdnak nevezziik:

n

div(f) = Zajfi = ®0; f*

illetve i=1

div(f)(u) = trace(A)

Az utébbi irasméd a koordinatas alakban az tigy nevezett Einstein-féle jelolési konvencid, amelynek elve,
hogy a kétszer sterepl? indexekre automatikusan szumma értend?.

Példa
di\'r B ak‘l?k — (5kk = diln(Rn) = n

fiR3 — R3 esetben a tenzor antiszimmetrikus részéhez egyértelm?en Iétezik egy olyan a vektor, hogy
minden r-re:

A;r=axr
mely vektort az frotdcidjanak nevezziik:
~ [rotf(u)]; = Z £ijk0; fr. = *€ij10; fi*
rot f(u) g k=1

2. Példa 11
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ahol

1, ha (ijk) € {(123),(231),(312)}
Eijk = -1, ha (Z_]L) - {(.'32].), (213), (132)}
0, egvebkent

a Levi-Civita-szimbdlum.
Skalarfiiggvénnyel valé szorzas
:H— R, fH— R™ ahol H R"ésazu H-ban mindketten differencidlhatok, akkor .fis és
[d(X.f)(u)]i; = O5(A.f) = A fi = fid; A+ AO; fi
azaz
d(A.f)(u) = f(u)e gradA(u) + A(u).d f(u)
ahol @ a diadikus szorzat, melynek koordinatamatrixa egy oszlopvektor (balrél) és egy sorvektor (jobbrol)

matrixszorzatdbdl adddik. Ez ritkan kell teljes egészében, a két invaridns (rot-nal csak 3x3-as esetben) a
gyakoribb.

div(A. f)(u) = ) - gradA(u) + Alu) - divf(u)
[IOt /\f)(ll ]? i ‘—rv_]k.dj/\fk = ._,Jk(dj)\)fk + /\'Ei_jkajfk -
= [gradA(u) x f(u) + A(u).rot f(u)];

Vektorfiiggvények skalaris szorzata

f.g:H — R™ ahol H R"ésazu H-ban mindketten differencidlhatok, akkor f* g is és
[d(f - 9)(w)]y; = 05(f - 9) = 0 fxgx = frOign + 9i0; fi

azaz

d(f - g)(u) = (f(u)-) o dg(u) + (g(u)-) o df(u)

illetve a Jacobi-matrixszal:
IF9(u) = [f(w)]" - I%(u) + [g(w)]" - I (u)

T V- . s - . PSRRI P
ahol [.] az oszlopvektor transzponéltjét, (l ) pedig a v vektorral tortén? skaldris szorzds operatordt jeloli.

5. gyakorlat 7. gyakorlat

Derivalttenzor és invariansai 12
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