Matematika_A2a_2008/p6tgyakorlat

Ez az szocikk a Matematika A2a 2008 alszocikke.

Tartalomjegyzék

e 1 Linedris leképezések
¢ 1.1 Képtér. magtér

¢ 1.2 F2tengelytétel
e 2 Generalt altér

¢ 2.1 Megoldis
e 3 Képtér

¢ 3.1 Megoldis
® 4 Magtér

¢ 4.1 Megoldis
e 5 Feladatok alterekre

¢ 5.1 KOz0s rész
¢ 5.2 Alterek altal kifeszitett altér
e 6 Sikbeli leképezések

e 7 Térbeli leképezés matrixa, sajatérték

probléma
¢ 7.1 Megoldis

¢ 8 Paraméteres egyenletrendszer
811

€822,
® 9 Paraméteres determinans

Linearis leképezések

Képtér, magtér

A magtere:
Ker(A) =gt {v € R" | Av = 0}

Ez tényleg altér, merthav, u Ker(A), akkor A v=Au=0¢s
AAv+pu) = A AV +pAu =20+ p.0=0

A magtér az A injektivitdsdval van kapcsolatban. A injektiv, ha
Av=Au = v=u

Azaz minden v - u alakd vektorra:
Av—u)=0 = v—-—u=0

de minden vektor v - u alakd, ezért ez pontosan azt jelenti, hogy Ker(A)={0} a trividlis altér.

A képtere:

Im(A) =g {AVE V2 [vEV} =fueVs|Ive Vi Av=u}
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Ez szintén altér, mert ha vessziik két képtérbeli elem linedris kombindcidjat, akkor szintén valamilyen elem
képe.

AAV + pAu = A(Av + pa)
Ez a sz?rjektivitassal van kapcsolatban. A sz?rjektiv, ha

Yuely, dvel] Av=nu
marpedig Im(A)=V, pontosan azt jelenti, hogy az érkezési halmaz minden vektora el?all képként.
A két altér dimenzidja kozott szoros kapcsolat van:

Dimenziotétel. Ha A : V, — V, véges dimenzids terek kozott hato linedris leképezés, akkor

dim Ker(A) + dimIm(A) = n

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy Ker(A) egy bazisanak szima + Im(A) egy bdzisdnak szdma =V, egy
bézisdnak szama. Legyen dim V| = n €s dim Ker(A) = k. Rogzitsiik Ker(A) egy

B = {by,...by}
bazisat. Vildgos, hogy dim A(<B>) = {0}, ezért a képtér nemnulla pontjaiba csak ugy juthatunk, ha <B>-n

kiviili elemet vélasztunk -- valasszunk annyit, mely az egész V,-et generalja, egészitsiik ki B-ta V, egy
bazisava a C halmaz hozzavételével:

BUC = {by,....bx,C1,....c;}
Ezek specidlis tulajdonsdga, hogy
(B) & (C) =W
azaz kozosen kifeszitik a V,-et €s a kifeszitett alterek k6z0s része a {0}. Ugyanis, hav <B> <C>, akkor
V= Ab + Aabo + ... + Apby
és
V = 1€ + [aCo + ... + yCy
akkor ezeket kivonva:
0 = AMby + Aoby + oo + Apby — picy — pocy — ... — ey
Amib?l a BUC fiiggetlensége miatt kdvetkezik:

0: 1: 2:“.: k:!_ll:“z:.”:“l

Ekkor a D={ Ac, Ac,, ...,Ac, } vektorrendszer bazisa lesz Im(A)-nak. Ugyanis

Képtér, magtér
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1. D kifesziti Im(A)-t. Egy
u = Aby + Aaby + ..+ Apby + ey + pocs + .+ e
elemmel:

A'U. = A()\lbl + /\Qbf__) + ... + )‘kbk -+ 1€ + [aCo + ...+ /chl') _
= A()\lbl + /\ng + ...+ /\Abk) -} A(/.L]C.’l -+ HoaCo + ... + /-l'lcl) —
=0+ . Ay + pa.Acy + ... + i Acy

2. D linedrisan fiiggetlen. Ha ugyanis

nAcy + s Acs + ... + A =0

akkor
A(vy.ey + .o+ ... +1v.¢) =0

azaz
v1.¢1 + Va.Co + ... + y.¢p € Ker(A) N {C) = {0}
0= =1y =..=y

F?tengelytétel

Az R" — R" leképezést szimmetrikusnak neveziink, ha a szenderd bazisban szimmetrikus a matrixa. Ekkor
minden ortonormalt bazisban is szimmetrikus lesz a martixa. Ezek kozott a bazisok kozott az 4tvalté matrix
ortogonadlis, azaz

0-0"=1

Ertelmezhet? leképezés transzponaltja is, mert ortnormalt bazisok kozotti 4tvaltds invaridns a
transzpondldsra. Altaldban az atvaltott matrix:

TAT !

alaku. Ortogondlis transzformacié esetén pedig

(0A0")" = (0" (04" =0AT0"
Ekkor a szimmetria pont azt jelenti, hogy A=AT.

F?tengelytétel. Szimmetrikus leképezés sajatvektoraibol ortonormadlt bazis alkothat6 csupa valds
sajatértékekkel.

Generalt altér

20. fejezet 17, 21, 30, 39, 45, 44, 60, 19. fejezet 38, 42 (csak a 3x3-as eset), 73.

F?tengelytétel 3
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Hény dimenzids alteret general az alabbi vektorrendszer? Adja meg a kifeszitett altér egy bazisat!

2 1 —2 3
—2 9 —4 7
—4 3 1 —1
Megoldas

A vektorok az R? térbeliek, igy az altér legfeljebb 3 dimenzids lehet. Ha A-val jeldljiik a fenti
oszlopvektorok alkotta matrixot, akkor a feladat megolddsban (azaz egymassal 6sszef?gg? vektorok

keresésében) segit az
A-x=0

homogén linedris egyenletrendszer megolddsa. Ebb?l nem csak azt tudjuk majd meg, hogy linedrisan

fiiggetlenek-e (hiszen pontosan tudjuk, hogy nem azok, mert dim <‘4> <4 ), hanem hogy hany fiiggetlen
valaszthato ki, vagyis az A ragjat, r(A)-t. A-t Gauss-algoritmussal atalakitva:

2 1 -2 3 2 1 -2 3
-2 9 —4 7 ~GAlg 0 10 —6 10 ~GAlg
-4 3 1 -1 0O 5 —3 5
2 1 -2 3
~cae |0 10 —6 10
0O 0 0 0

A megoldas: az utolsé két valtoz6 paraméternek vehet?, mondjuk ¢ és s, igy kifrva az egyenletrendszert:

20 +y—2t+ 35 =0

10y — 6t + 10s = 0 by — 3t +5s=0

, azaz
innen

3
y: 5t— S

1 3 . 7
T = 5(_5t+3+2t_ 3s) = I_Ot_s
2=t
g

a megoldds. Tehat minden ¢, s-re fenndll:

- 2 3 1 —2 3 0
(Et—s) 2| +(ct—s)[9]+t|-4])+s|[ T ] =10
—4 0 3 1 —1 0

Ezekb?l vildgosan l4thato, hogy az els? két vektor bdzisnak valaszthatd, mert a 3. és 4. kifejezhet?, rendre
t=1, s=0 vélasztdssal, majd t=0, s=1 vélasztissal.

Generalt altér
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Tehat:
dlll] ( ;2 és az alter egy bazisa:
Képtér
Mi az
1 4 2
& 1, & 1

1. 2 1
LO —1 —1J

matrix képterének dimenzi6ja? Adja meg a képteret egyenlettel (hipersik egyenletével)! Adja meg a képteret
egy alkalmas matrix magtereként!

Megoldas

Az A-val val6 szorzds leképezése R3-bol képez R*-be. A képtér elvileg lehetne 4 dimenziés, 4m a

z

dimenzi6tétel szerint dim Ker A + dim Im A = dim R3, igy dim Im A legfeljebb 3. Ez mdr csak azért is igaz,
mert a matrix oszloprangla egyenl? a sorrangjaval, ami legfeljebb 3.

Vilagos, hogy a matrix oszlopai elemei a képtérnek, ugyanis vannak olyan
N
o | € R?
I3
oszlopvektorok, melyek szorzata a matrixal pontosan az oszlopvektorokat adja az (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

sztenderd bazis R3-ban, ezekkel rendre beszorozva a matrixot, az oszlopokat kapjuk. A kérdés, hogy
generaljak-e ezek a képteret, és hogy fliggetlenek-e. A generatorrendszerségre nyilvan igen a valasz:

1 4 2 2 1 4 2
1 3 1 Y 11l 3 1
1 2 1 T | =LY + T2 9 + 3

ERet HLCY A v B Ve R WY

Gauss-eliminacidval kideriil, hogy ezek a vektorok fiiggetlenek is, igy bazist alkotnak a képtérben.

A képtér hipersikja R*-nek, ennek egyenletét a képtér definiciéjanak segitségével, majd Gauss-modszerrel
adjuk meg.

A kib?vitett egyiitthatomatrix:

Megoldas 5
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1 4 2 Y1 1 4 2 Y1
1 3 1 gy 0 =1 =1 sgp
@AW=l 5 ] zd ~Galg g 9 ] Zi—zi e
0 =1 =1 y4J LO -1 -1 Ya J
1 4 2 vi s 4
0 -1 —1 T— 0 -1 -1 gy
TCA g 0 1 ys—yi—(ya—w)!l 0 0 1 Ys — Yo
LO 0 0 Ya — Y2+ J LO 9 8 y4—-y2+y1J

ez pontosan akkor megoldhatd, ha teljesiil az
Ys =Y+ Y1 =0 0y V1 —Y2+Ys =0
egyenl?ség (homogén linedris egyenletrendszer) az y vektorra.
Az ezt kielégit? vektorok pontosan az (1,-1,0,1) martix magterét alkotjak-
A képtérnek egy djabb bézisat is megadhatjuk: y=t, z=r, v=s, T = — §

L~ 1 0 —1
) (O 0
0

: | + s
\0 _ \O} \ 1 } , tehat dim = 3 és a bazis:

uy]

[
S
O = =
(S e Bl )
oo |
s

W N
1SN

3
!

o

SEEE

magterének dimenzidja és adja meg egy bazisit!
Megoldas

Az A matrix magtere praktikusan az A x = 0 homogén linedris egyenletrendszer megoldasai alkotta linearis
altér, egyenletrendszeres formédban:

Ker(A) = {(z,y,2,v) € R' | 242y +32+4v=0 A 2z+43y+42+50 =0}

El?zetesen, probéljuk meg a szitudciét geometriailag elképzelni! A két egyenlet egy-egy hipersik az R*
térben, azaz két 3 dimenzios altér. Ezek metszete a feladat, azaz egy kétdimenzids altér, azaz egy geometiai

Megoldas 6
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sik. Azt varjuk tehat, hogy a feladat megolddsa 2 dimenzios eltér lesz. Persze, ett?] még lehet hogy a feladat
nem a tipikus helyzetet adja, igy "http://wiki.math.bme.huvakon"http://wiki.math.bme.hu csak azt
mondhatjuk, hogy a keresett dimenziészam legfeljebb 4.

Gauss-eliminaciéhoz folyamodunk:

1 3 4 1 2 3 4
2 4 5| ©Melp —1 —2 -3

Szintén két valtozé paramétenek vehet? (v =s, z =t), igy a megoldas visszafejtve:

(VI N

T+ 2y+3t+4s=0
—y—2t—3s=0

innen

y = —2t —3s
rT=4t+6s5s—3t—4s =1+ 2s

a megolddsvektor az aldbbi, mely el?4ll a kovetkez? két vektor linedris kombindcidjaként:

t+ 2s 1 2
—2t — 3s —2 i —3

=t] . S
t T R A
\ s ) o) )
Azaz a magtér a fenti két kihozott vektor 4ltal generdlt altér. Ezek persze nyilvdnvaléan nem 6sszefiigg?k az
als6 két sor sztenderd bézisra utal$ alakja miatt (az 1-es sehogy se johet ki a 0-bél).

X =

Tehat
dim Ker A = 2 &5 a magtér egy bazisa:
1 2
—2 -3
B= 1 1'bo
\o/) \1)
Feladatok alterekre

Ko6z0s rész

Igazoljuk, hogy ha W, és W, altér V-ben, akkor
Wi N Wy

altér V-ben és

dim(W; NW;) < min{dim W, dim W5}

Megoldas 7
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Igazoljuk, hogy ha dim V" = 40, dim W) = 23 ¢, dim W = 18 akkor Winws, # {ﬂ}
Alterek altal kifeszitett altér
Igazoljuk, hogy ha W, és W, altér V-ben, akkor

dim(W, Ws) < dim W) + dim W

Igazoljuk, hogy ha WinWws; # {ﬂ}’ , akkor
dim (W, Ws) < dim Wy + dim Wy
ugyanis mindig

dim(Wy, Ws) = dim W, + dim Wy — dim(W, N #W5)

Sikbeli leképezések

Irjuk fel a +45°-o0s forgatds F és az y-tengelyre tiikrozés T operatordnak matrixait, determindnsait, a
kompozicidik métrixait é€s determindnsait, és az inverzeiket és ezek determinénsait!

Térbeli leképezés matrixa, sajatérték probléma

Tekintsiik az S = {(x,y,z) R3|x-y+z=0 } sikot. Adjuk meg az S sikra tortén? tiikrozés matrixat, a
sajatvektorait és a sajataltereket, illetve a sajatkoordindtarendszert!

Megoldas
A sikra tiikrozés hozzarendel€ési utasitasa:

2(nr)n
BN i
n

ahol n a sik normalvektora, itt (1,-1,1). A bazisok képei:

) 1

1 9 1 3

O —=-11—-1}) =1 3

o) 3 | %2
—2 /

0 1 =

2

1] — §-(—l) —11 = §

0 1 ')3

0 9 1 —)3

1 1 B

A matrix:

K6z06s rész
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—9)

e

2
1

©a| =
N =
N = b

ez -1 determindnsu szimmetrikus matrix, ortonormalt vektorokbol all6 sajatrendszerrel.
Tudjuk, hogy az s nemnulla vektor pontosan akkor sajatvektor, ha 1étezik hozz4d skaldr (sajatérték), hogy
As = A.s

A sajatvektorokat a szamitas helyett a szemléletiinkre bizva adjuk meg. Vilagos, hogy a sajtvektorok a sik
vektorai = 1 sajatértékkel €s a sikra mer?leges origdn 4thalad6 egyenes vektorai = -1 sajatértékkel.

Ortogonalis sajatvektorokbdl all6 bazist megadhatunk, ha vessziik a normalvektort: (1,-1,1), a siknak egy
tetsz?leges vektorat: (1/2,1,1/2), és vektoridlisan Osszeszorozzuk ?ket: (-3/2,0,+3/2). Ekkor ezek bazist
alkotnak és ebben a bazisban a leképezés matrixa a (-1,1,1) elemeket a f?atléban tartalmaz6 diagonalis matrix
(az elemek pont a sajatértékek).

Paraméteres egyenletrendszer

1.
2v + 4y = —2
—y+z2=1
r4+y+az=>b
2 4 0 -2 1 2 0 -1 1 2 0 -1
Aly]~]0 -1 1 1| ~1]0 -1 1 1 |~|0 —1 1 1
1 1 a b 0 —1 a b+1 0 0 a—1 b

megoldhatd pontosan akkor, ha a-1=0 esetén, b=0 és a-1 ?é 0 esetén b barmilyen. Az els? esetben végtelen
sok megoldds, a mdsodikban 1, tehat:

0 megoldés, ha (a,b) {1} x R\{0}, mert ekkor Ox+0y+0z=b ?é 0 ellentomod6 egyenlet

1 megoldés, ha (a,b) R\{1} x R, mert ekkor det A ?é 0
megoldas, ha (a,b)=(1,0), mert ekkor det A = 0 és nem ellentmond6 az als6 egyenlet:
0x+0y+0z=0Mozo 2008. mércius 10., 10:22 (CET)

2.
r—y+2=0
—3r+2y—z2=>
—2r+y+az=-—1
1 -1 1 0 1 -1 1 0 1 =1 1 0
-3 2 -1 b|~0 -1 2 b|~1]0 —1 2 b
-2 1 a -1 0 -1 a+2 -1 0 0 a —1-—0b

Megoldas 9
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Diszkusszio:
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1) Van megoldas pontosan akkor, ha a 7é 0 és b barmilyen vagy a = 0 és b = -1 (ekkor az ehématrix és a
kib?vitett matrix rangja egyenl? (3 ill. 2). 2) Ha van megoldas, akkor ez el?bb emlitett els? esetben 1 db
megoldas van, az utébb emlitett esetben végtelen sok. Mozo 2008. marcius 12., 14:57 (CET)

Paraméteres determinans

Milyen c-re nulla az alabbi determinans értéke?

D

-2 1

c c+1
1 1
I -1
4 &

a 2. oszlop csupa 1, és a tobbiben is van sok egyes, tehit érdemes

levonni a 2. oszlopot a tobbib?1:

0 1
D = -2 1

-3 1

1 e—1
D= |-2

-3

1 ec—1
D= |-2

—3

1 1 e¢—1 c
0
0
3

0
—2
C‘Z
' a 2. sorban egy db 1-es lett, fejtsiik ki eszerint:
c
—2
¢ —1 ha levonjuk az 1. oszlopot a 3-bdl, akkor elt?nik a -2:
c—1 c—1 e—1
0 | =(-1)(-2) . 5 = 2(c—1)(*42)—6(c—1) = 2(
5 3 e+ 2
c* + 2

3. gyakorlat 4. gvakorlat

10
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