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Integralo tényez?

Altaldban egy P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 alaki differencidlegyenlet esetén nem teljesiil a rot(P,Q)=0 feltétel.
Esetenként azonban taldlhaté olyan p kétvaltozds pozitiv érték? fliggvény, amellyel:

u(z,y)P(z,y) + y'pu(z,y)Qx,y) = 0

mar egzakt egyenlet. Vizsaljuk meg mib?] nyerhetjiik az ilyen u un. integral6 szorzét! A rot(uP,uQ)=0
feltétel a kdvetkez?:
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Ezt a parcidlis differencidlegyenletet kell megoldanunk ahhoz, hogy legyen integrdld tényez?nk.

Specialis esetek

Megallapithatjuk, hogy néha érdemes a p-re felirt egyenletnek csak olyan megolddsait keresni, amelyek csak
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az egyik valtoz6tol fliggenek. Ez a kovetkez? esekben all el?.

I. Keressiik a megoldast a p=u(x) feltevéssel! Ekkor In(p)=In(u)(x) és ayln(p):O, azaz
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csak x-t?1 fiigg €s innen az integrald szorzoé:

#_{I) _ Ef R(z) dz

Példa.

Az x>0, y tetsz?leges kezdeti érték tarrtomanyban oldjuk meg az aldbbi egyenletet!

2 2
(-T +y +I)dﬂ:+$ydy = D,(xyy':—xz—yz—x)

Mo.P:x2+y2+x,Q=xy, dyP=2y’3yQ =Y
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azaz nem egzakt, de

II. Keressiik a megoldast a u=p(y) feltevéssel! Ekkor In(p)=In(u)(y) és 0 In(u)=0, azaz
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csak y-t?l fiigg és innen az integral6 szorzoé:
— | Sy d
ply) = e~ J 5w

Megj.: A gyakorlatban ilyenkor vessziik az
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torteket és ellen?rizziik, hogy rendre csak x-t?1 vagy csak y-t6l fiiggenek. Ha valamelyik, akkor azt a
megoldast valasztjuk.

Példa.
Oldjuk meg az
2 4 :
—z"cos ydx +sinydy =0
egyenletet!

1. Mo. Nem egzakt:

9y 4z” cos” y(sin y)
0Q
dr 0

Egzaktta tehet?, ugyanis:

ap 80 . ) _
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Megoldésa:
a ;
T 1
— T = C
3 3ecos’y

2. Mo. Szeparéabilis is.

III. El?fordulhat, hogy szepardbilis alakban kell keresniink a parc. diff. egyenlet megoldésat, azaz
u(x,y)= (x) (y) alakban. Ekkor -- mint az kdnnyen ellen?rizhet? -- az egyenlet

P 80
oy or = Qf(z)— Pgly)

alaku és az integral6 szorzo
. dr+ ds
wz,y) = o fl=) de+ [ gly) dy
Példa. Oldjuk meg az

Specidlis esetek
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egyenletet!
Mo. Atrendezve:

(z° + y°)dz — zy’dy = 0
ayP:3y2, 0,Q=-y?, azaz

—rot (P,Q)(z,y) 3y +y* —4
Qz,y) =y =

azaz célravezet, ha p-t pu(x) alakban keressiik. Ekkor

. 1
uz) =

Ekkor az egyenlet:

1 ,y3 012
(; + F) dz — dez 0

egzakt, mert

3y? —3y?
o (D =0
T g
Integréléssa:
1y . Ly?
F(z,y) =ja|+ =L +C),  Fla,y) = —+ % +C)
—3x 3
azaz
1y°
Inlz| - == =C
nfel = 333
32°Inc|z| = y°
rv/3Inclz| = y(x)
Elméleti példak

1. Az y'=-P/Q homogén fokszdmu egyenlet, melyben P és Q azonos fokszdmui homogén fiiggvények szintén
egzaktta tehet? az 1/(Px+Qy) szorzéval, ha ez nem az y'=-y/x egyenlet (ennek meg ismerjiik a megoldasat).

2. Keressiink integral6 tényez?t az

Elméleti példak
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¥ + f(z)y = g(x)

kozonséges els?rend? inhomogén linearis differencidlegyenlethez!

Vilagos, hogy nem egzakt, mert a
dy — (g9(z) — f(z)y)dz =0
alakban a keresztben vett derivaltak: 0 és f(x).

Q=1 és P(x,y)=-g(x)+f(x)y ezért a p-t ad6 parc.diff. egyenlet:

o o
pf = 5 (9(z) — f(.z‘)y)%

Elegend? egy partikularis megoldast taldlni, amit egyszer?en megkapunk, ha csak az olyan p-ket keressiik,
amik csak az x-t7] fiiggenek, ekkor ugyanis pl. g(x) nem is lesz az egyenletben. Ilyet talalunk, mert:

Ez egy szepardbilis, aminek a megolddsa:

K

f(z)
7
fz) = (Inp)
egy partikuléris megoldds:

u(z) = e

ahol F'=f.

HF': Keressiik meg ezzel az integdl6 szorzdval az éltaldnos megoldast!

Mo.
e Pdy + (—g(z) + f(z)y)e" ¥ dz =0
Mir egzakt, hiszen
"W f(x) = flz)e"™
Ekkor
(2, y) = ye''

®(z,y) = ye"' + C(x),

Elméleti példak

+/—ﬂwﬁhwr+cw)
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C = yet'™® — /g(r)eﬁ”':' dz

azaz

Gyakorlas

Oldja meg az alabbi egyenletet az a) y( )=01ill. b) y(2/ )=1 kezdeti feltétel mellett!

.y y ' y
rs&sin= —ycos— -+ ry cos— =0
T y r+ Y T

Mo. Legyen u =y /x,inneny' = u'x + u
.y oy Y Y
sin=— =sin= 4y cos==10
T I xr , xr
sinu —ucosu + (uzx +ujcosu =0
sinu + v’ zcosu = 0
wrecosu = —sinu
(itt megjegyzend?, hogy az u=k konstansok megolddsok, azaz az eredetinek az y=k x megolddsai)

COS 1L dzx
——du = | —
sinu T

—In|sinu| =In|z|+ C

: = I, |I|
| sin u|
1 = Kxsin J
I (Kz0)

Fiiggvényegyiitthatos els?rend? linearis d.e.

o,

y + ;—y — sin(z® 4 1)

Mo. Homogén megolddsa. y=0 konstans megoldas.

.
) -
dy _,dz
i T

Inlyl=Inlxl-2+C

Bolzano tétele miatt tetsz?leges K valds szammal:
1

y=HK—
y=K—

ami a homogén 4ltaldnos megoldésa.

Gyakorlas
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Inhomogén part. keresése
1
x?

y(z) = K(z)

L1 =2 o2 .3
K (.'IT]II—Q + K [.T]I-T—.J + K (.'ITJII—J =sin(z” + 1)
K'(x) = x*sin(x + 1)

1 . :
K'(z) = EE;}:B sin(z” + 1)
1 .
Kir) = —§cos[;r‘r’ + 1)

R R
y—hx—g—gmb[l +1:I:1?_2

2. gyakorlat
4. gvakorlat

Flggvényegyltthatds els?rend? linearis d.e.
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