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Komplex szamkor és reprezentacioi

A komplex szdmok C halmazét és m?veleteit legalabb harom, Iényegesen mas szemszogb?l lehet lattatni. A
meghatdrozottsag kedvéért dsszefoglaljuk a komplex szdmok legfontosabb algebrai tulajdonsdgait. Nem
tériink ki minden egyes m?veleti tulajdonsigra, ezek megtaldlhaték a komplex szdmok algebrijat leird
tankdnyvekben.

Algebrai modell
A komplex szdmok olyan
a + bi

alakd formadlis kifejezések, ahol a és b valds szdmok, i pedig azzal a specidlis tulajdonsdggal rendelkezik,
hogy

A komplex szamok halmazat a C szimboélummal jel6ljiik, tehat
2€eC & z=a+b (a,be R)

itt a-t a z valds részének nevezziik és Re(z)-vel jeloljiik, b-t a z képzetes részének nevezziik és Im(z)-vel
jeloljiik. Vilagos, hogy Im(z) R, azaz "http://wiki.math.bme.hutiszta"http://wiki.math.bme.hu val6s.

Megjegyzés. A kevéssé informativ "http://wiki.math.bme.huformadlis kifejezés"http://wiki.math.bme.hu
helyett bevezethetjiik a komplex szdmokat valédi algebrai objektumokként. A komplex szamok halmazat egy
a maradékos osztdssal rendelkez? halmazbdl konstruldjuk: a valds egyiitthatés polinomok R[X] halmazabdl.
Kozismert, hogy a valdsegyiitthatds, egyhatdrozatland polinomokal, azaz a
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alaku kifejezé€sekkel, ahol az a-k valos szamok, n pedig nemnegativ egész, lehet maradékosan osztani
(polinomosztas). Ekkor

C =a R[X]/(2* + 1)

azaz a komplex szamok halmaza a valdsegyiitthatés polinomok x?+1 polinommal tortén? osztdsi maradékai.
Vildgos, hogy minden ilyen maradék el?all

m(z) =a+ bx
alakban, azaz legfeljebb els?fokud polinom alakjdban. Ebben a szdmkorben az dsszeadds a polinomdsszeadis,

a szorzés a polinomok szorzdsa (illetve ezen eredményének x%+1-vel tortén? osztdsi maradéka). Amikor két
els?foki polinom szorzata masodfokd, akkor sem Iépiink ki a szamkorb?l, hisz a

m(z)>+1=0
polinomegyenlet megoldhatd, éspedig az m(x)=x polinom (az identitds) megoldas. Ekkor
m(z)? = —1
azaz ebben a szdmkorben 1étezik a -1-nek négyzetgyoke. Az m(x)=x polinom az, mely az i egység szerepét

jatssza és igy is jeloljiik ezt ezentul.

Akdrcsak a legfeljebb els?foku a + bx alaku polinomok esetén, a C-t alkoté formalis kifejezések kozott is
értelmezhetjiik az Osszeadast €s a szorzast. Ezeket pontosan gy definidljuk, mint az a + bx alakd polinomok
Osszegét €s szorzatat, azzal a specialitdssal, hogy ahol a polinomok a szorzést kovet?en masodfokiva vélnak,
ott a komplex szdmok az i’>=-1 egyenl?ség miatt visszaérkeznek az a + bi alakii kifejezések korébe. Ezért lesz
C zart arra a szorzdsra, amit a polinomok mintéjara definidlunk.

Mair innen is latszik, hogy a komplex szamok halmaza kétdimenzids valos test feletti vektortér.
Kimondhatjuk tehat:

Allitas. A C szamkor a komplex szamok

(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i 6sszeadasaval és a
(a+bi)= a+ bi,a valds szammal vald szorzassal

kétdimenzids valds vektorteret alkotnak és igy linedrisan izomorfak a valds szampérok R? vektorterével.

Halmazelméleti modell

Az algebrai modellben nem teljesen vildgos, hogy mi is az i elem. Az el?z? allitds azonban lehet?séget
biztosit arra, hogy konkrétan megadjuk a komplex szamok halmazat mindenféle olyan kifejezés hasznalata
nélkiil, mint "http://wiki.math.bme.huformalis kifejezés"http://wiki.math.bme.hu stb. (Val6jaban persze az
algebrai modell is jol értelmezett médon adja meg a komplex szamok halmazat, ha az a + bi alakd formaélis
kifejezéseken az R[X] polinomgy?r?nek az (1+X?) polinommal tortén? maradékos osztdsdnak maradékait
értjik).

Algebrai modell 2
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A szampar reprezentdcidban:
C=R’
az 0sszeadds az R2-beli vektordsszeadds, a szorzds, pedig a

(a + bi)(c + di) = (ac — db) + (ad + be)i

m?velet, mely természetesen a "http://wiki.math.bme.hupolinomszorzasnak"http://wiki.math.bme.hu az el?z?
allitasbeli izomorfizmus éltal 1étesitett képe.

Ez az interpretécio azért fontos, mert explicitté teszi, hogy a C 6rokli az R? topoldgidjat.
Geometriai modell

A szorzéssal egyiitt C egységelemes, nullosztomentes algebrat alkot (tehat vektortér és van egy mindkét
valtozo6jaban linearis bels? szorzds, melyben van egység €s ?nulldval nem lehet osztani?). Felmeriilhet a
gyanunk, hogy taldn reprezentlhatjuk a komplex szdmokat a 2x2-es valés matrixon M, , (R) algebréjanak
egy részalgebrdjaként. Ezt a komplex szamok trigonometrikus alakja segitségével tehetjiik meg. Ismert, hogy
a komplex szdmmal val6 szorzés forgatva nyjtds, azaz linedris leképezés az R? sikon:

reospy —rsing
rsing rcosp

Coz=r (cosp+ising) = ( ) € Moxa(R)

Vilagos, hogy ekkor az a + bi kanonikus alakot haszndlva a komplex szdmoknak megfelel? matrixok
halmaza:

{(Z _:> € Myo(R) 1 a,b € R}

Ez a matrixhalmaz kétdimenzi6s altér az M,_, (R) algebrdban, melyet példdul a kozvetve onnan is lathatjuk,
hogy forgatva nyujtasok is alteret alkotnak a linedris leképezések terében.

Komplex szamkor unicitasa

C, azaz a komplex szdmok teste kétdimenzids valds vektortér. C elemei reprezentdlhatok az R? sikon, a
kovetkez? megfeleltetésekkel:

C2a+bi=(ab) cR?

a vektortérm?veletek pedig:

C 3 (a+bi) + (c+di) = (a,b) + (c,d) € R?

C2X-(a+bi)=\(a,b) € R?

vektorosszeadas (a, b, c,d R)

valés szdmmal val6 szorzds ( ,a,b R)

A komplex szdmok korét a komplex szorzas tulajdonsdgai egyértelm?sitik. C nem csak kétdimenzids valos
vektortér, de a szorzdssal algebra is, s?t C az egyetlen kétdimenzios kommutativ, nullosztomentes valos
algebra -- izomorfizmus erejéig. Sok megjelenési formédja lehet a komplex szimoknak, de barmely két
reprezentacio olyan, hogy taldlhat6 olyan kolcsonosen egyértelm? leképezés koztiik, mely linearis és
megtartja a szorzast is (azaz algebra izomorfizmus).

Halmazelméleti modell 3
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A nullosztémentesség és a kommutativitas jellemz?en a matrixalgebrakban nemtrividlis tulajdonsag. A
komplex szamok olyan linedris leképezéseknek felelnek meg, melyek matrixa

a —b
b a

A komplex szdmok szorzdsa itt a matrixszorzas.

C topolégiaja

R?2 g6mbi kornyezetei lesznek C gombi kornyezetei. Altaldban, minden topologikus fogalom C-ben R2-re
vezetiink vissza. Tehat, adott » > 0 valds szdmra és z, C szdmra:

B/ (z) = {2€C||2— 2| <}

az r sugaru z, kdzépponti nyilt gdmbi kornyezet. Itt a | . | abszolutérték helyett, mely a Il . I, euklideszi
norma, elvileg R? barmelyik normaja alkalmas lenne, hisz véges dimenziés normalt térben minden norma
ekvivalens, azaz ugyanazokat a nyilt halmazokat hatarozzak meg. Szokdsos mddon értelmezettek az el?bb
emlitett nyilt halmazok is. C nyilt, ha minden pontjaval egyiitt, annak egy nyilt gombi kornyezetét is
tartalmazza:

Y2e€Q dr>0 B.(z)CQ

Egy A C halmaz belsején értjiik azon pontok halmazat, melyeknek egy egész gombi kdrnyezete benne van
A-ban

int(A)={z€C|3Ir>0 B,(z)CA}

Mivel R2-ben minden norma ekvivalens (ugyanazokat a nyilt halmazokat hatdrozzak meg), ezért adott
feladatokban tetsz?leges, a feladathoz jol illeszked? normat valaszthatunk. Topologikus szempontokbdl a
komplex és R2-R? fiiggvények kozott a kovetkez? azonositédssal élhetiink. Ha f: C  — C fliggvény, akkor z

= x + iy, flz)=u(x,y)+iv(x,y), ill.

-()
C kompaktifikalasa

Kompakt egy K halmaz, ha teljesiil r4, hogy akarhogy is fedjiik le nyilt halmazok rendszerével, azok koziil
madr véges sok halmaz is lefedi a K-t. Szimbolikusan:

K kompakt, ha minden ( ), ; halmazrendszerhez, melyre
I. ;nyilt mindeni I-re és

2.K U(C ),
létezik J I véges indexhalmaz, hogy K U( ),

Komplex szamkor unicitasa 4
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RN-ben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha korlétos és zart. Tehdt maga C nem kompakt, hisz nem
korlatos (bar zart). Viszont C egyetlen egy ponttal kib?vitve mar kompakttd tehet?, ugyanis egy idedlis pont
hozzévételével C kolcsonosen egyértelm? és folytonos kapcsolatba hozhaté a gombfeliilettel, mely R3-ban
kompakt. Ezt a sztereografikus projekciéval oldjuk meg.

A Riemann-gdémb konstrukcidjdhoz vegyiik az R3-ban az orig6 kozéppontti egységgombot és gondoljunk
ugy az [xy] sikra, mint a C komplex szamsikra. Az egységgdmb pontjait a kovetkez? mddon feleltetjiik meg
a komplex szdmoknak. Tekintsiik a gdmbon a (0,0,1) koordinataji P polust és egy a + bi komplex szam
esetén az (a,b,0) pontot kossiik 6ssze P-vel egy e egyenes dltal. Ekkor az e egyetlen pontban metszi az
egységgombot, mely kijeloli az a + bi-nek megtelel? pontot. Ha az a + bi-nek megfeleltetett
Riemann-gombfeliiletbeli pont koordinatdi (X,y,z), akkor ezek kapcsolata:

T+ 1y

1+ bl =
e l1—2

Megjegyzés. Ismer?s geometriai leképezésre bukkanhatunk, ha a Riemann-gombfeliilet egy (x,y,h) és
(x,y,-h) pontjanak megfelel? komplex szdmnak a kapcsolatat irjuk fel. Legyen ugyanis

T+ iy T+ 1y

T 1 —h g 1+ h
Ekkor a z konjugéltjat a w-vel dsszeszorozva azt kapjuk, hogy:
w-ZzZ=1
Amib?l az kovetkezik, hogy a végpontok origétdl vett tdvolsadgdnak a szorzata 1, azaz 1 a két szdm hosszdnak

mértani kozepe. Ez viszont azt jelenti, hogy w nem mds, mint a z inverzidja az egységkorre vonakozdan €s az
inverzidt kifejez? komplex fiiggvény a
1
w = —

leképezés. Eszerint a reciprok-konjugélt (de a reciprok is) egy origdn 4t nem men? kort korbe, az origdén
atmen? kort egyenesbe, egy origdn at nem haladé egyenes egy origdn dtmen? korbe és egy origén athaladéd
egyenest sajat magaba képezi.

Ha tehat a C-hez hozzadvesziink egy -nel jelolt objektumot, és ennek megfeleltetjiik a P pdlust, akkor a
C =CuU {oo}

halmaz kolcsonosen egyértelm? megfeleltetésbe hozhaté a Riemann-gombfeliilettel. Ahhoz, hogy ennek
folytonossdgardl beszélhessiink, definidlnunk kell ~gombi kérnyezeteit. Ezek a kdvetkez? alakti halmazok
lesznek:

B,(o0) = {: eC:|z|> ]i} U {oc}

ahol r > 0.

C kompaktifikalasa )
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Feladat. Igazoljuk, hogy CU{ } kompakt (toplologikusan, ill. gyakorlasképpen sorozatkompakt)!

(Utmutatds: az els?hoz az origd koriili zdrt gombok kompaktsdgdt, a mdsodikhoz a Bolzano-Weierstrass-féle
kivdlasztdsi tételt kell haszndlni (persze korldtos sorozatra).)

Ha CU{ }-tlefedi egy nyilt halmazrendszer, akkor -t is lefedi bel?liik egy, mondjuk U. U lefedi az egy
gombi kornyezetét, mondjuk B ( )-t. Elegend? tehat tekinteniink CU{ } lefedés€éhez a halmazrendszerb?l az

U-tés a B( ) komplementerét lefed? halmazokat. De ez ut6bbiakbol véges sok is van melyek még mindig
lefedik, mert B ( ) komplemetere a 0 kbzépponttid 1/r sugard zart korlap, mely kompakt.

Komplex sorozatok

Minthogy C  R? (mint normélt vektortér), a komplex sorozatok azon tulajdonségai, melyek a
vektortérm?veletekkel és az | .| Il Il, euklideszi norméval kapcsolatosak mind R2-b?1 ismertnek
tekinthet?k. A sorozatok konvergencidjat ugyantgy definidljuk, mint R2-ben:

(z,) € C%" konvergens
1 def

2 C YecRY INcZ" YneZ" (n>N =

2 — 2| < g)
Ekkor a fenti z egyértelm?, és ez a sorozat hatérértéke (lim(z,))

A legfontosabb jellemzése tehat a konvergencidnak az R2-b?1 kdlcsonzott, a komponensekre vonatkozé
kritérium:

Tétel ? A C-beli (z,) = (a, + ib,) sorozat konvergens akkor és csak akkor, ha

(a,) konvergens €és
(b,) konvergens.

Ekkor lim(z,) = lim(a,) +i- lim(b,)

Fontos latni a kapcsolatot a sorozathatarék €s a fiiggvényhatarérték kozott. Egy () komplex sorozat nem
mas, mint egy

g:Z*—.»C

fliggvény. Ha Z-t komplex részhalmaznak gondoljuk (ahogy az is), akkor az egyetlen torlddasi pontja a
Ezért egy sorozatnak pontosan akkor létezik hatarértéke és ez a w szam, ha mint fiiggvénynek létezik
hatarértéke és az a w. Azaz:

Jlimz,=weC <« 3Jlim{(=weC
20

n—noC

Ebb?1 kovetkezik, hogy a fiiggvényhatarértékre vonatkozé minden m?veleti szabaly 6rokl?dik a
sorozathatarértékre.

Komplex sorozatok 6
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Nullsorozatok

A 0 komplex szamhoz tartd sorozatok nullsorozatok. Az abszolutérték és a szorzas jo tulajdonsagai miatt
orokl?dnek a valds sorozatok aldbbi tulajdonsédgai.

Allitas ? Legyen (z,) komplex szamsorozat.
1. abszoliitérték: z, — 0 akkor €és csak akkor, ha lz | — 0

2. eltolds: z, — z akkor €s csak akkor, ha (z, ?z) — 0
3. "http://wiki.math.bme.huK - 0"http://wiki.math.bme.hu: ha (w,) korlétos és z, — 0, akkor (w, - z,)

— 0
4. majordns: ha () — Ovaléséslz |< |, akkorz — 0
5. : ~n+1 :
limsup |2 | < 1
hdnyadoskritérium: ha ~n ,akkorz — 0O
6. . : nfl .. :
gyokkritérium: ha lim sup VIl < J', akkorz — 0

n

Ezek koziil C-ben a legjellegzetesebb a "http.//wiki.math.bme.huK - 0"http://wiki.math.bme.hu, hiszen ez azt
allitja, hogy nem csak a .z, skaldrral tortén? szorzds esetén igaz a "http://wiki.math.bme.hukorldtos -
nulldhoz"http://wiki.math.bme.hu tart6 kritérium (mindkét valtozéban), hanem komplex szorzés is ilyen.

1. Feladat

()

(Utmutatds: hivatkozzunk a "http://wiki.math.bme.hukorldtos szor nulldhoz tarté"http://wiki.math.bme.hu
kritériumra.)

(%) - (%) 7

2. Feladat.

vnd + 2n R

1+ 1

ahol az n-edik gyok a valds szambdl vont valés gyok.

(Utmutatds: "http://wiki.math.bme.hui-telenitsiik "http://wiki.math.bme.hu a nevez’t.)

Vi +2n  (i—1Dvnd3+2n  ivnd+2n— Ynd 4+ 2n 1 1

= piz == =

t+1 —Lil =2 2 2

ugyanis

Nullsorozatok 7
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f 3 [ {0
: 3 = - s - mu' 2 n ) .3 p =21 .3 3 y
l—Yn = V3 < Vn2+2n< V n3 + = V 572J = V’ SVn —1

3. Feladat.

. i\ N
(n -+ z) 2
n

(Utmutatds: haszndljunk trigonometrikus alakot és hatvdanyozzunk.)

n + 2 n B /J_ J. " - ' ot 1 P ’ et 1
- = \ -+ 712 COs | narctg " +e8In | narc g n ?

—cosl +isinl

Mert a szogfiiggvények argumentumaban 1év? sorozat az 1-hez tart (pl L'Hospital-szaballyal majd atviteli
elvvel ellen?rizhet?), a els? szorzo pedig az 1-ehez tart (rend?relvvel). Az argumentumokban 1év? értéket
tertmészetesen radidnban kell venni: nem 1?, hanem 1 rad.

Komplex sorok

Minden normalt térben definidlhatok sorok €s ezek konvergencidja, igy C-ben is. Az (z,) sorozat

n
Sp = z k
k=1
részletdsszegeinek (s,) sorozatdt a (z,) -b?l képzett sornak nevezziik €s Z(zn)-nel jeloljiik. Azt mondjuk, hogy

a ).(z,) sor konvergens és dsszege a w komplex szdm, ha (z,) részletosszegeinek sorozata konvergens és
hatarértéke w. Ekkor az 0sszeget a

o
D *n
n=1
szimbo6lummal jeloljiik.

Komponensek

Az egyik mddja, hogy a komplex sorok konvergencidjat visszavezessiik a valdsokra, ha a
komponenssorozatokat vessziik:

Z(:’n) = Z(In + iyn:)

esetén az Osszegeket elképzelve, azokbdl az i kiemelhet?, igy

Komplex sorok 8
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Z(;n) = Z(In) +1 Z(yn)

ahol az Osszeget €s a szorzést tagonként végezziik. Ekkor egy sor ponrosan akkor konvergens, ha mindkét
komponense konvergens.

Cauchy-kritérium és abszolit konvergencia

Vildgos, hogy egy sor, mint részletdsszegsorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat. Ez a
Cauchy-kritérium sorokra.

Létezik az abszolut konvergencia fogalmai is. Egy sor abszoltit konvergens, ha a tagjai abszolitértékéb?l
képezett sorozat konvergens. Igaz az, hogy egy normalt tér akkor és csak akkor teljes, ha minden abszolut
konvergens sor konvergens benne. (Es C teljes, mert minden Cauchy-sorozat konvergal benne, ami pont
annak a médja, hogy beldssuk az el?bbi kritériumot.) Persze az el?fordul a teljes terekben is, hogy
konvergens sorozatok nem lesznek abszolit konvergensek.

Kritériumok az abszolit konvergenciara

Az abszolit konvergencia fenti kritériumabdl egy sor komplex sorokra vonatkoz6 kritérium adédik a
valdsbol.

Tétel ? Legyen (z,) komplex szdmsorozat.

1. Sziikséges kritérium: Ha ) (z,) konvergens, akkor (z,) nulsorozat.

2. Z(;"‘)

Geometri%i sor: ha Izl < 1, akkor (0)

E ~T — 'I'
n=>0 l—=z
3. Osszehasonlité kritérium: ha az } () valés sor konvergens és Iz | ? r, majdnem minden n-re, akkor
Y.(z,) abszolit konv;rgens (majordns-kritérium). Ha az Y (r,) pozitiv val6s sor divergens és r, ? Iz |
m.m., akkor }.(z,) divergens (minordns-kritérium).

4. (Z

p-edik hatvany préba: ha p > 1 valds, akkora 1

>
— nF ) .
HaO?p?1,akkora 1 valés sor divergens.
limsup |2 | < 1
Hanyadoskritérium: ha “n , akkor Y(z ) abszoliit konvergens. Ha a
"http://wiki.math.bme.huliminf"http://wiki.math.bme.hu > 1, akkor divergens
]- 5 e ~ { J_ n
Gyokkritérium: ha LN SUP 4/ Zn , akkor Y.(z ) abszoliit konvergens. Ha a
"http://wiki.math.bme.hulimsup”http://wiki.math.bme.hu > 1, akkor divergens.

konvergens és az 0sszege:

|

p
" Vvalés sor konvergens.

Megjegyezziik, hogy ha a gyokok és hanyadosok sorozata konvergdl, akkor ugyanahhoz a szdmhoz
konvergélnak.

4. Konvergens-e illetve abszoltt konvergens-e?

Komponensek 9
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>(3)

S.
|
1. n. 7-11
Konvergens-e és mi a hatdrértéke: 1"
2. Z n!
71".

Konvergens-e

|
3. Z n! n
nn -
Milyen z-re konvergens: '

(Utmutatds: haszndljuk a hdnyadoskritériumot, vagy vizsgdljuk, hogy milyen rendben tartanak a végtelenhez
az osszetev?sorozatok.)

(n+1)! - n+1
('n~l~l)""*I '

n! '2'-)1
nm™ g

azaz 0-hoz tart-

6.
1. 1
( i ) T!"1
Konvergens-e és mi a hatarértéke: B
2. _
>
()
Konvergens-e n
3. .
o
()"
Milyen z-re konvergens: n

(Utmutatds: haszndljuk a gyokkritériumot.)

n

1

=) ) 20 +er 4o

)
) n=

= [y

Igy a reciproka a 0-hoz tart, azaz a limszup < 1.

5. gvakorlat
7. gyakorlat

Kritériumok az abszolut konvergenciara 10
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