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Folytonossag

Azt mondjuk, hogy azA  C halmazon értelmezett f fliggvény folytonos az A pontban, ha z-ben f
folytonos mint R> A — RZ fiiggvény. Maga az f folytonos, ha az értelmezési tartomanya minden
pontjiban folytonos.

A tobbvaltozos valds analizisb?] ismert tény miatt fenndll:
Allitas. Az f komplex fiiggvény pontosan akkor folytonos az értelmezési tartomédnya egy pontjdban, ha ott a

fliggvény valds €s képzetes része, mint kétvaltozos valds fliggvény folytonos. Azaz, ha f-et a kdvetkez?
alakban frjuk:

f(z) = f(zy) = u(z,y) +i-v(z,y)

ahol u €s v val0s érték? fiiggvények (rendre Re(f) €s Im(f)), tovdbbad z, = x, +1iy, Dom(f), akkor a
kovetkez?k ekvivalensek:

1. ffolytonos a z,-ban
2. u és v fliggvények folytonosak az (x,,y,)-ban

Hatarérték

Komplex fiiggvény C-beli pontban vett C-beli hatdrértéke ugyanigy értelmezett, mint az R? esetben. Itt is
érvényes, hogy pontosan akkor latezik a hatarérték, ha a komponensfiiggvényeknek létezik a hatarértéke és
ekkor a hatarérték egyenl? lesz a valos és képzetes komponens hatarértékéb?l alkotott komplex szammal.
A miatt érdemes kiilon is megfogalmazni a hatarérték definicigjat, bar az teljesen anal6g a valds esettel.
Legyenfegy azA C halmazon értelmezett, C-be képez? fiiggvény. Legyen “€C az A torl6dasi pontja,
azaz minden r > 0 esetén legyen olyana A, hogya B (u)\{u}. Azt mondjuk, hogy az f-nek a veC elem
hatarértéke az u-ban, ha

minden > 0 esetén létezik olyan >0, hogy mindenz A B (u)\{u}-reflz) B (v)

ahol természetesen a  kornyezetei a mar emlitett médon értend ?k.

A kétvaltozds fliggvények kozotti hatarérték-folytonossdg kapcsolat is megfogalmazhaté komplex médon. Itt
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az f = u + vi fiiggvény hatdrértékén a z = x + iy pontban a lim, u + i lim, v szdm adja. Ekkor

Allitas. Az f komplex fiiggvény pontosan akkor folytonos az értelmezési tartomanya egy bels? pontjaban, ha
ott a fiiggvénynek létezik hatarértéke és az a helyettesitési érték.

Ji_{“ f(z) = f(z0)

A komplex fiiggvények folytonossdganak egyik, de nem egyetlen feltétele az, hogy az (u,v) reprezentécio

R2-ben linedris legyen, hiszen a véges dimenzids normdlt terek kozott hatd linedris leképezések folytonosak.
A nem-folytonossdgnal érdemes a hatarérték nem létezését vizsgélni, hatha ez célra vezet.

Feladat folytonossagra

Feladat. Legyen w  C. Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvények folytonosak!

.2—w+ 2

2.2 W-2

3.2 ~l

4. .
Megoldds.

Az 1. az R?-ben eltolds a w-nek megfelel? vektorral (Re(w), Im(w))-vel, igy affin leképezés, ami folytonos.
2. a w métrixreprezentdcidjanak megfelel? matrixszal val6 szorzas, azaz linedris leképezés, s igy folytonos.
3. azaz a konjugélés: (x,y) = (x,?y) a valds tengelyre val6 tiikkr6zés, ami szintén linedris.

Végiil a reciprok:

-
o ~
o 2
~T ~ |2
PP ~

| =

igy, mint R> — R? fiiggvény:

T

ZN 22 + 42
Y —Y
72 4 2

amely olyan, hogy mindkét komponensfiiggvénye folytonos valés fiiggvényekb?l van dsszedllitva a
folytonossdgot meg?rz? médon, azaz az értelmezési tartomdnya minden pontjdban folytonos.

Feladat. Folytonos-e a z = 0-ban az

Hatarérték



Matematika_A3a_2008/7._gyakorlat
Im(2)3 +i-Re(2)*

£(z) = =
0, haz=0

, ha z #0

Megoldds.

Ha z = x + iy és (x,y) = (0,0), akkor:

A komponensfiiggvények felirhatok egy 0-hoz tart6 és egy korlatos fiiggvény szorzataként:

y3 y2 y‘Z
g Sl =l
és
4 ) i
‘ 2, T o2, % 8

igy (x,y)— (0,0) esetén a 0-hoz tartanak, igy a fliggvény maga a (0,0)-hoz, azaz a komplex 0-hoz. Mivel itt a
fiiggvény értéke 0, ezért f a 0-ban folytonos.

Ha folytonos komplex fiiggvényekb?l alapm?veletek segitségével alkottunk fiiggvényeket, akkor azok is
folytonosak maradnak, mert a megfelel? R>-beli fiiggvények ekkor olyanok lesznek, melyek mindegyik
komponensfiiggvénye a valds alapm?veletek segitségével vannak definidlva. Am, ezek meg?rzik a
folytonossagot.

Allitas. Ha f és g komplex fiiggvények és az 7, pontban (mindketten értelmezettek €s) folytonosak, akkor

l.f+g
2.f g
3.f

4. g(zy) = 0 esetén fig

is folytonos z,-ban.

Folytonos fiiggvények kompozicidja is folytonos (az kompozicié értelmezési tartomanyan).

Feladat. Folytonos-e a z = i-ben az

Feladat folytonosséagra 3
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— ha z #i
flz)=3 1=~
0 ha z =i
Ha z = x + iy és (x,y) = (0,1), akkor:

=sgid

/2 L
Hlagie= | VN

V2 + (y—1)2

Mir az els? komponens hatdrértéke sem 1étezik, hisz (x,y)=(0,y) mentén alulrdl a (0,1)-hez tartva a hatarérték
-1, az x=y-1 mentén pedig -1/gyok kett?.

A mésodik tényez? szintén nem.

Feladatok hatarértékre

Feladat. Igazoljuk definici6 szerint, hogy

1. ..
lim — = ¢
z—0 2z

2. .. 1
lim — =0
Z—0C ;

1. Legyen > 0. Ekkor azt kell belatnuk, hogy 1étezik > 0, hogy teljesiiljon Izl <  esetén, hogy a
fliggvényérték a sugard kornyezetébe esik, azaz:
1

1
> -

-

Vildgos, hogy ezt azt jelenti, hogy

D]

4| <
P ~

amit reciprokvondssal kaptunk. Ha tehdtha := éslzl< , akkor
"http://wiki.math.bme.hufelfelé"http://wiki.math.bme.hu kdvetkeztetve kijon a kivant egyenl?tlenség.

2.Legyen > 0. Ekkor azt kell belatnuk, hogy 1étezik > 0, hogy teljesiiljon Iz > 1/ esetén, hogy a
fliggvényérték a O-nak sugarui kornyezetébe esik, azaz:
1

3

m

~~

Vildgos, hogy ezt azt jelenti, hogy

Feladatok hatarértékre 4
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2] >

o | =

amit reciprokvonassal kaptunk. Ha tehatha := é&slzl > 1/ , akkor
"http://wiki.math.bme.hufelfelé"http://wiki.math.bme.hu kdvetkeztetve kijon a kivant egyenl?tlenség.

A végtelen hatarérékkel tortén? szamolas szabdlyai el ?tt definidlnunk kell néhany kib?vitett m?veletet. Ezt a
kovetkez?k szellemében tessziik:

Ha a és b valamelyike a szimbo6lum (a masik, ha nem ilyen, akkor komplex szdm), akkor az a * b
alapm?veletet akkor értelmezziik a ¢ szimbdlumként (mely szintén vagy komplex szam, vagy az ),
ha minden a hatarérték? f figgvény esetén és minden b hatarérték? g fiiggvény esetén a f*g
sziikségszer?en a c-hez tart. Ekkor mondjuk tehét, hogy az

a*b=c

definicié jo6.

Példaula + m7?velet feltétleniil értelmezett és értéke a , mert konnyen lathatd, hogy bdrmely két, a

-hez tart6 fliggvény Osszege isa -heztart. Dea( - m?velet nem értelmezhet?, mert van két
fliggvénypar, mely ilyen alaku hatarértékekkel rendelkezik, de a szorzatuk mashoz tart. Pl.: (1/Re(z)) - Re(z)
— 1, a z=0-ban, de (1/Re(z)) - 2 Re(z) — 2 a z=0-ban.

Definicio ? Végtelen és alapm?veletek ? Az alabbi m?veleti szabalyokat vezetjilk be a , szimbdlumra
vonatkozéan, az aldbbiakban z tetsz?leges komplex szam, n tetsz?leges nemnulla komplex szam:

1.0+ 2 =00,
2.00 — 2 = 00, Z— 00 =00
3 00 - 00 = 00, 00N =00 "’
2 00 ’
4—:0 — =00
o0 2

’

tovabba a szorzds és az 0sszeadds kommutativ.
Megjegyezziik még, hogy OC = OC , azaz a végtelen konjugdltja sajt maga.
Definicié ? Hatdrozatlan esetek ? Az alabbi alapm?veletek nem értelmezhet?k:

1.0C — 00,
2.0 - 00, oo -0
3.

’

4.

Tétel ? Végielen hatdrérték és alapm?veletek ? Ha az f és g komplex fiiggvényeknek 1€tezik hatdrértékiik az
ueC helyen, az f * g alapm?velettl elkészitett fiiggvény értelmezési tartomanyédnak torléddsi pontja u és a
lim f* lim, g alapm?velet elvégezhet?, akkor az f * g fliggvénynek is van hatdrértéke u-ban és ez:

lim(f*g) =lim f * limg

Feladatok hatarértékre 5
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Ezenkiviil a hatarozatlan esetekben, amikor a hatarértékekkel végzett m?veletek nem értelmezettek, az
alapm?veletekkel elkészitett fliggvények hatarértékeire nem adhaté altalanos képlet (mert alkalmasan
valasztott esetekben mashoz és mashoz tartanak).

A bizonyitdsrdl. Ennek a tételnek a bizonyitdsa minden nehézség nélkiil elvégezhet? vagy az R2-beli
sorozatokra vonatkoz6 4tviteli elv vagy a komponensfiiggvények hatarértékére tortén? hivatkozas utjan.
Minenekel?tt azt kell szem el?tt tartanunk, hogy a végtelenhez val6 tartds, a fliggvény abszolutértékének
plusz végtelenhez tartdsat jelenti:

Jlimf =00 <= 3Jdlim|f|=+o0

Feladat. Adjuk példédkat arra, hogy a hatdrozatlan alakd hatarértékeket valéban nem lehet definidlni.

Nézziik a 0-ban az aldbbi fiiggvényeket:

2 1 1 1 1
—_— o — — 00 (—+2)——:2 — 2
2 2 2 mikozben = <
1 2
—2=1 =1 - 2=2 =2
os mikozben =
1 1 2 1
_/_:l — 1 —f= =12 — 2
2"z mikdzben =~ =
2 22
2 mikozben =

Feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket, ha 1éteznek!

1. Im(z)

Megoldds. 1. nemnulla z-re:

Im(z) Im(2)Z  yx—y%i

- ~ T m 2
2 2Z 2 4y

de ekkor példaul az els? komponensfiiggvény x = 0 fel?l kozelitve 0, mig az x = y-fel?1:1/2, azaz nem létezik
az els? komponensnek a (0,0)-ban hatarértéke, azaz a komplex fiiggvénynek sem.

Feladatok hatarértékre 6
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Z2—1 Z2—1 1
5 224+1  (24+id)(2—d) z+i

1 K l+iz—:2 . . . . ; .
z—1 +1 o z—1 o l+iz—1 ("’ + l)("’ - 1)
1 5 1—i224i o~ - Ty a2
—_—— — 1 L z2—1 1 —iz )
3. z=—1 22—1 +
iz+1—1

41| =701
R En |

'—
SN
&
|
[SW)
2

=z csak a valds részt nézve:

—T
z2 4 92

az (x,y)=(x,0) esetben a (0,0)-hoz tartva: végtelen, de (x,y)=(0,y), akkor 0. tehat nincs hatarérték.

1 .
Sy, .
lim z_“—,z(%)zoo

5 z—=—1 T —1

Feladat. Adjuk meg minden z, C szdmra az albbi fiiggvény hatdrértékét!

L f(z) = ——

A=
'

L. Dom(f) ={2€C|Z# =z}
Folytonos az értelmezési tartomédnyaban. A hatdron:

Tty

zZ—2 2y

7y % 0 esetén

,- 2 2
.1.+.2y < |20/ g
2iy 2[y|
7o = 0 esetén:
r+iwy 1z
2y 2 2y

ismert, hogy nincs hatérérték.

Feladatok hatarértékre
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,» Dom(f) ={2€ C |Zz #1}

Az egységkor pontjaitdl kiilonboz?kre folytonos, az egységkoron a végtelen, a végtelenben pedig nincs
hatarérték. Ugyanis:

Ei

n |z2 — 1]

’

igy az egységkoron a szamlald az 1-hez, a nevez? a nulldhoz tart. A végtelenben pedig ¢ valéssal:

N N
S S0 = lim g =1
_t‘Z
Jdm S = tim gy =

C-differencidlhatésag

A komplex differencidlhatdsag az el?z? észrevételekkel szoros kapcsolatban lesz. Egyfel?1

(w-z) =weC
(%) =22 C

mutaja, hogy ha a Jacobi-madrtix hasonl6képpen viselkedik a komplex szdmok matrixreprezentacidjdban,
mint az egyvéltozds valds derivalt. Mésrészt a

(Z)'=(s%)¢C

mutatja, hogy nem minden valdsan derivalhaté fiiggvény lesz komplex derivalhat6. Nézziik akkor az
egyvaltozo6s valés mintdjara a definiciét majd lassuk a komplex differencidlhatésag jellemzését.

Definici6 - Komplex differencidlhatosdg, komplex derivdlt - Legyen f a z, egy kornyezetében értelmezett
fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f C-derivalhaté z-ban €s derivéltja a w szdm, ha

i f(z) :J:'::u]' o

Z—rEn >

~ =0

Jelolése: f'(z).

Azt, hogy az f a z-ban komplex derivdlhaté még tgy is jeloljiik, hogy
f = Dlﬁc(:ﬁnj

Pontbeli derivéltra példa a kovetkez?.

Példa. Milyen n egész szamokra derivalhat6 a 0-ban az alabbi fiiggvény?

C-differencialhat6sag
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2t 240
0, z=10

|
3
=

Mo. Ha n>0, akkor a kiilonbségi hanyados:

Z-z2"—-0 Z.z" _
= —z.:2"1 4
z—0 < haz — 0.
Ha n = 0, akkor
z—10 ZE:E@'(_QW
z—10 Z

aminek nincs hatarértéke a 0-ban (az egységkoron mozog a végpont).

Ha n < 0, akkor

el
I
=]
|
=
|

z—0  zn+l

~—T

v |

ami a 0-ban a komplex végtelenbe tart, mert a hossza a végtelenbe tart.
Tehét n > O-ra a fiiggvény komplex derivilhaté a 0-ban, mds n < 1-re nem derivalhat6.

Tétel. - A komplex differencidlhatosdg jellemzése - Legyen fa z, = x,, + iy, egy kdrnyezetében értelmezett
fiiggvény. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek:

D f = Dlﬁcli:injl
2) [ € Diffr(zo, y0) ¢ [df(zo,0)] € C.

Bizonyitds. Legyen fa z, = x, + iy, egy kornyezetében €rtelmezett fiiggvény €s w komplex szdm. Tekintsiik a
kovetkez? hatarértéket:

i L) =G [0l -G —)

Z—rE0 |3 —

ahol az elobb emlitettek mar algebrai ertelemben komplex szamok, nem feltetlenul vektorok. Azaz

z— 2 (fl[::) —Jf(ifn] __u.)‘ _0

EEPIANE

lim
T—rED T

< <0

Itt (z-z,)/1z-z,| a komplex egysé€gkoron "http://wiki.math.bme.hufut6"http://wiki.math.bme.hu fiiggvény,

C-differencialhatésag 9
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hossza 1, ezért a fenti ekvivalnes a kovetkez?vel:

lim () : {{2"'] —w| =0

T—rED et

~0

Ami viszont ugyanakkor igaz mint:

I f(z) — {(30} o

Z—z0 & —

~ 7 =0

Ha a kovetkeztetésben felfelé vizsgalodunk, tehat feltessziik a komplex derivéalhatésdgot ahol w a komplex
derivalt, akkor azt kapjuk, hogy a w matrixreprezentacidjaval valé matrixszorzas alkalmas linedris leképezés
a valos derivalt szamdra, azaz 1étezik [df(z,)]=[w].

Masfel?], ha f valésan derivalhato és a derivéltja a w komplex szdmot reprezentalja, akkor komplexen is
derivalhat6 es komplex derivaltja pont w.

Cauchy--Riemann-egyenletek A fenti tételben a [df(z)] C feltétel (természetesen a totdlis derivalhatosag
esetén) ekvivalens az alabbiakkal. Ha f= u + iv és z = x +iy, akkor

dpth = Fyv

dyu = —0,v

Komplex derivaltfiiggvény Ahol egy f komplex fiiggvény komplex derivalhatod, ott a derivaltja:
f(z) = Opu + 10,0 = v + 10,v = Jpu — 10yu = Jyv — 10 u

Definicio - Regularitas - Az f komplex fliggvény reguldris a z pontban, ha f a z egy egész kornyezetén
értelmezett, és a teljes kornyezetben komplex derivalhato.

Feladat. Legyen f(x+iy)=Ixl+ilyl. Hol komplex derivalhat6 és hol regularis f?

Feladat. Legyen f(x + iy) = x> + iy®. Hol komplex derivalhat6 és hol reguléris f?

Harmonikus tars keresése
Azt mondjuk, hogy a kétszer differencidlhat6 u=u(x,y) valds fiiggvény harmonikus, ha
uy .+ u;'y =Au=0

itt A a Laplace-operator (nem a Laplace-transzformator!, hanem a vektoranalizisbeli vektormez?re
Hesse-matrix nyoma).

A C--R-egyenletek mutatjak, hogy ha f=u+iv regularis, akkor u és v harmonikus fiiggvények. Ugyanis:

ll, st 'l"
z Y és

Harmonikus tars keresése 10
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A
v, = Uy

De u és v Hesse-matrixa is szimmetrikus, ezért:

Joooo oo "o . N
Uyy = Upy = Upyp = — Uy

azaz
Av = 0 és forditva.

Altaldban az a feladat, hogy ha adott u, akkor keressiik az ? harmonikus tarsat, v-t, mellyel u+iv reguléris. Ha
tehat adott u, akkor van F és G, hogy

F =2

G =—v,

Ami az egzakt differencidlegynlet megolddsanal tanult parcidlis differencidlegyenlet megoldasat igényli v-re,

mint potencialfiiggvényre (ekkor f-et komplex pontencidlnak nevezziik, marmint a (v'x(x,y),vy'(x,y)) sikbeli
vektormez? komplex pontencidljanak; a v valédi pontencidlja lenne. Ennek sziikséges utdinanézni mashol is!)

1.. Keressiink harmonikus pért az
u =z + yt — 62y’
fliggvényhez!
Mo. Van neki, ha A=0. Ezt ellen?rizni kell, majd az el?z? mddszerrel megkeresi v-t, amivel u+iv reguldris.

6. gvakorlat
8. gyvakorlat

Harmonikus tars keresése 11
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