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Komplex hatvanysorok

Definici6 ? Hatvdnysor ? Legyen (a,) komplex szdmsorozat és z, C. Ekkor az ):,(an(idc—zo)n) fliggvénysort
hatvanysornak nevezziik és dsszegét, az

»«
2= Z a.(Z—2)"

n=0

hozzarendelési utasitdssal értelmezett, a {z | ):(an(z—zo)n) konvergédl } halmazon értelmezett fiiggvényt a
hatvanysor dsszegének nevezziik. Kézéppontja z,, egyiitthatésorozata (a,)).

A tovédbbiakban csak a }.(a,z") alakd, azaz a 0 koriili hatvdnysorokkal foglalkozunk (ezzel nem csorbitjuk az
dltaldnossdgot, mert eltoldssal megkaphatjuk a tobbit is).

¢ = limsup /|ay|
Tétel ? Cauchy?Hadamard-tétel ? Ha (a ) komplex szamsorozat, n és

0, ha c ="400

R = +od, ha c=0

%, ha 0<e¢c < 4@

akkor }.(a,z") abszolit konvergens a B(0) gombdn és divergens a B, r( ) gdbmbon.

A tétel minden részletre kiterjed? bizonyitasat nem végezziik el, csak utalunk rd, hogy nyilvanvald, hogy a
Cauchy-féle gyokkritériumot kell benne hasznélni. A tételbeli R sugarat a hatvanysor
konvergenciasugardnak nevezziik. R-et masként is kiszdmithajuk. Ha azt tudjuk, a hdnyadoskritérium
alapjan, hogy

4 lim @11
n—0C Ian|

akkor 1étezik és ezzel egyenl? az n-edik gyokok sorozata is:
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http://wiki.math.bme.hu/view/Matematika_A3a_2008
http://wiki.math.bme.hu#Komplex_hatv.C3.A1nysorok
http://wiki.math.bme.hu#Hatv.C3.A1nysorok_.C3.B6sszegf.C3.BCggv.C3.A9ny.C3.A9nek_folytonoss.C3.A1ga_.C3.A9s_differenci.C3.A1lhat.C3.B3s.C3.A1ga
http://wiki.math.bme.hu#Hatv.C3.A1nysorok_.C3.B6sszegf.C3.BCggv.C3.A9ny.C3.A9nek_folytonoss.C3.A1ga_.C3.A9s_differenci.C3.A1lhat.C3.B3s.C3.A1ga
http://wiki.math.bme.hu#Elemi_f.C3.BCggv.C3.A9nyek
http://wiki.math.bme.hu#Hatv.C3.A1nyf.C3.BCggv.C3.A9nyek
http://wiki.math.bme.hu#Exponenci.C3.A1lis_f.C3.BCggv.C3.A9ny
http://wiki.math.bme.hu#Komplex_logaritmus_.C3.A9s_a_reciprok_integr.C3.A1lja
http://wiki.math.bme.hu#Trigonometikus_f.C3.BCggv.C3.A9nyek
http://wiki.math.bme.hu#Hiperbolikus_f.C3.BCggv.C3.A9nyek
http://wiki.math.bme.hu#Taylor-sor
http://wiki.math.bme.hu#Eg.C3.A9sz_kitev.C5.91j.C5.B1_hatv.C3.A1nysorok.2C_Laurent-sor
http://wiki.math.bme.hu#Konvergenciatartom.C3.A1ny
http://wiki.math.bme.hu#Regul.C3.A1ris-_.C3.A9s_f.C5.91r.C3.A9sz
http://wiki.math.bme.hu#Laurent-sorfejt.C3.A9s

Matematika_A3a_2008/9._gyakorlat

i |an+l[ " 1 "
|lan| =

= |
e Ja,] R

4 lim \r

n—nocC

ahol az idéz?jel azt jelzi, hogy a konvergenciasugar lehet végtelen vagy O is.

7. Feladat. Mi az aldbbi hatvanysorok konvergenciakore és -sugara?
1. Z ((ZZ)HI?J(,‘. o Z)n)

2. | .
Z (arc sin (—) (z+1+ z,)")
n

5 (1'722008 )

n!

Analitikusnak neveziink egy f komplex fiiggvényt, a z, pontban, ha van olyan  sugari kornyezet és
Z(an(z—zo)“) hatvanysor, hogy minden z B (z,)-ra f érelmezett, Z(an(z—zo)“) konvergens és

Ezt ugy jeloljik, hogy f C (z,).
8. Feladat

1. 2(071(;_2))

Van-e olyan (?) hatvanysor, mely konvergél a O-ban, de divergél a 3-ban. Konvergél
2-ben, de divergél az 2,000001-ben?
2. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvény analitikus a nulldban. Mi sorfejtés a konvergenciakore?

f(z)

T 4422
Hatvanysorok osszegfiiggvényének folytonossaga és differencialhatéosaga

Tétel ? Ha (a,) komplex szdmsorozat, akkor az ) (a,z") hatvanysor 6sszegfiiggvénye folytonos a
konvergenciakor belsejében. S7t, regularis is ott.

Emlékeztetiink arra, hogy egy fiiggvény reguldris egy pontban, ha a pont egy kornyezetében mindeniitt
értelmezett és komplex derivédlhatd. A tétel szerint tehat analitikus fliggvény reguléris. A dobbenetes
azonban, hogymint kés?bb kideriil: regularis fliggvény analitikus: f C (z,) akkor €s csak akkr, ha f

Reg(z,).

Bizonyitds. Legyen z a konvergenciakor egy bels? pontja és Az olyan, hogy még z + Az is a konvergenciakor
belsejébe esik. Ekkor:

oC

Z an(z+ Az)" — Z ap2" = Z an((z+Az)" —2") =

n=0 n=0 n=0

Komplex hatvanysorok 2
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mert mindkét sor konvergens, ekkor algebrai azonossiagokkal:

oC n—1
SN MR
vagy ha tetszik nemnulla Az-vel:
oC ) oC
~ A ~\7 o
E an(~ + A'v) . Z a'7?~n o0 n—1
n—>0 n=>0 ~n—1—k
- SPIH IS

n=>0

a jobb oldalon 4all6 sor konvergencidjat a gyokkritériummal lathatjuk be:

n—1

a, Z A:;k :n—l—k

k=0

< lag]| - nr®

ahol r olyan pozitiv szdm, hogy | z + Az | <t < R (ez utébbi a hatvanysor konvergenciasugara). Es

o R Fow 1 _
limsup {/ |a,| - nr™ = lim sup v lap] - 1-r< =r<1

n—o0 n—nd R

Igy azt kaptuk, hogy minden olyan Az-re, melyre | z + Az | <, teljesiil és IAzl < /(1+Y la Inrm)=:

Z an(z+ Az)" — Z Q2"

n=0 n=>0

o0
< |Az] - Y |ap|nr™ < e.

n=>0

Hosszadalmasabb szdmoldsokkal, de Iényegében ugyanigy kimutathat6, hogy a hatvanysor 6sszegfiiggvénye
komplex differencidlhatd is a konvergenciakor belsejében és derivaltja a formalis tagonkénti derivalasal
kapott sor Osszegfiiggvényével egyenl?, tehat:

o0
Z an:” Z Nz

n=0 n=1

Elemi fiiggvények
Hatvanyfiiggvények
A

w =2

tipusu fiiggvények komplex hatvanyfiiggvények. n  Z esetén, komplex derivaltjuk kiszdmithato, n = -1
esetben komplex primitiv fiiggvényiik is van a kovetkez? értelemben:

Mivel

Hatvanysorok 6sszegfliggvényének folytonossaga és differencidlhatésaga 3
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(Zn)I::n;n—l

2 2 .. P i N—an L .
ezért n # -1 esetén az az F(z) fiiggvény, melyre £"(#)=2" nem mds, mint

~n+1

F(:):n+1+(

ahol C komplex konstans. n # -1-re nincs primitiv fliggvénye, mert a logaritmus nem egyérték? a komplex
szamok kozott.

Komplex vonalintegral értelmezhet? a G: [a,b] — C folytonos fiiggvény, mint gorbe esetén azzal a
kiilonlegességgel, hogy a szorzds a komplex szorzas:

JECEEE " WO
a =1

Feltéve persze, hogy I€tezik €s véges. Itt z; mindig a G gorbe valamely pontjét jeloli, amit az [a,b] egy
felosztdsanak osztépontjainak G 4ltali képeib?l kapunk.

Ekkor fennéll a komplex Newton-Leibniz-formula. Ha a G gorbe olyan nyilt halmazban halad, melyben az

Jfnek van primitiv fiiggvénye (egyérték? fiiggvénye!) és f komplex integralhatd, akkor z, €s z, a végpontok
esetén (a és b képe), a komplex integrdl kiszdmithaté igy:

F() = F(ai) = [ 1)

Ha a gorbe belép az f értelmezési tartomanyanak olyan részére, melyben a fiiggvénynek nincs egyértelm?
primitiv fiiggvénye, akkor az integral értéke fiigghet a G uttol.

1. Feladat. Legyen G a 3 kozéppontd, 1 sugart kor fels? félkore (pozitiv irdnyitassal). Szamitsuk ki a
/ 32 +1dz
G

integralt.

2. Feladat. Legyen G az orig6 koriili 2 sugard kor vonal. Mennyi az

1 241
/TQd: / + dz
a) G ) ésab )

) G

integral.

A hatvanyfiiggvények inverzei szintén nem egyérték? fiiggvények.

Hatvanyfuggvények
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Exponencialis fiiggvény

X n
. s

€" =def ,
n.
n=0

Ebb?kkideriil az exponencidlis fiiggvény sok tulajdonsiaga. Példdul, ha z = x + iy, akkor

e’ e =e" - (cosy +isiny)

61‘+i Yy _ o
Ebb?1 rogton kovetkezik, hogy komplex exponencidlis fiiggvény periodikus, periddusaap =2 i:
AR _ g% L 2™ o L g0 (cos 2w + isin2m) = e*(1 + 0i)

€
3. Feladat. Oldjuk meg az
e* =141

egyenletet!
Irjuk 4t 1+i-t exponencidlis alakba

=
,?4

, . In /2
l1+i=¢e"V*.¢e

4. Feladat. Oldjuk meg az

¥ . —diz
e +ie =0

egyenletet!
Komplex logaritmus és a reciprok integralja

Tekintsiik a

w = e*
hozzarendelést! Ha w-t exponencidlis alakban irjuk, megfeleltethetjiik egymasnak a z algebrai alakjat w

_ €z;.7:+z'y — % . eiy

trigonometrikus alakjaval:

w = re¥

azaz

|
m
(¢N
w»
©
|
=

r

Exponencialis fliggvény
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Ebb?1 is ldthatd, hogy a forditott leképezés végtelen sok értk?, hiszen hay, =2 +y, akkor w(x+iy)=

w(x+iy, ). Ekkor a Riemann-feliilet egy végtelen sok Riemann-levélb?l 4ll.

Feladat. Szamitsuk ki az al4bbi integralokat:

/ £ dz

G

/ i dzx

Ga

ahol G, az egységkor a + irdnyban i-t?1 -i-ig, G, az egységkor a - irdnyban i-t?1 -i-ig.

—1

[ 2as = lLog2)i - Log(e

ralw

e

. (G1)

) - Log(eé”) = iT

ahol Log a logaritmus f?része, hisz a gorbe a egy Rieman-levélen beliil marad, mig

—i

/ %d~ = [Log(2)]; i = Log(e_"%”) = Log(e%”) = —iT

i, (G2)

mivel itt dthalad a gorbe a kovetkez? Riemann-levélre.

Mas szamitassal:

i,(Gy) t=%

Trigonometikus fiiggvények

o0 ~2n+1
Sin 2 =guf E S
2n + 1)!
n:O( + )
—— ~2n
COS 2 —(ef :
2n)!
n=>0 ( )

Vilagos, hogy valés -re:

€' = cos(ip) + isin(y)

A hiperbolikus fiiggvényekhez hasonldan a trigonometrikus fiiggvények is el?4llnak de a komplex

exponencidlis segitségével:

Komplex logaritmus és a reciprok integralja
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E,iz _ E,—z}:

sinz = ———
21

E,z'z + E,—iz

COos 2 — ———
2

5. Feladat. Igazoljuk, hogy fennall
sin® 2 4 cos® 2 = 1
6. Feladat. Oldjuk meg az
sindz =0
egyenletet!

Hiperbolikus fiiggvények

7. Feladat. Hatdrozzuk meg az w = sh(iz) fliggvény val6s és képzetes részét!
Mo.

Eiz . E,—i:
Sh 12 =—"

]

8. Feladat. G az egységkor. Szamitsuk ki

e*
/ —dz

1 1
/j+1+3:+...d: = 271

(G)
111 _ .
/? - 2—; —+ E~ -+ ...d,.; = —M1
(G)

Trigonometikus figgvények
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Taylor-sor

A Cauchy-féle integralformula kovetkezménye a kdvetkez? tétel, mely a komplex differencidlelmélet egyik
megjellegzetesebb eredménye:

Tétel. Haaz : C —— C fiiggvény az értelmezési tartomanya egy 7z, pontjaban €s ennek egy nyilt
kornyezetében komplex differencidlhaté (azaz z,-ban reguldris), akkor f'a z, pont egy V =B (z,) kdrnyezetén
mindenhol végtelenszer differencidlhat6, V minden pontjiban az f z-beli Taylor-sora konvergens €s ennek
hatéarfiiggvénye V-n el?4llitja f-et:

o< (n)( ~
o=y

n=>0

(2 — 20)"

n!
(azaz f analitikus z-ban).

A tétel tehét azt mondja ki, hogy "http://wiki.math.bme.huregularis fiiggvény
analitikus"http://wiki.math.bme.hu.

Megjegyezziik, hogy 1. mint minden nemnegativ egész hatvanyokat tartalmazo hatvanysor, a Taylor-sor is
egy korlap belsején abszolit konvergens, mely korlap sugara a konvergenciasugéra, mely

1
R=- —_—
lim sup {/lan |
n
ahol a sor a }.a, (z-z,)", a korlap kozéppontja z,,, és ahol a reciprok kivételesen tigy értend?, hogy 1/0 =, 1/

=0.

2. A legyakrabban hasznalt Taylor-sorok a kovetkez?k:

n!
n=0 .

o0 (_l)n -
z| < oo-—re in(z) = 20
y win() ;(antl)!
|2| < co—re cos(z) = zx: (—b" 2n

=0 (2,2)'

al 1
2| < oo—re h(z) = _2n+1
2] sh(z) 2 (n 1 1)

S 1 2n
|2] < co—re ch(z) = ; Ik

Taylor-sor 8
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0O (_1)71%—1

|| < 1—re: In(1 + 2) = Z T:"
n=1 '

természetesen az utolséndl a z=1 pont 1 sugard nyilt kornyezetében értelmezett logaritmusrdl van sz6.

3. Mint minden hatvanysor ez is egyenletesen konvergél az osszegfiiggvényéhez, igy tagonként derivalhatd
és integralhato.

Egész kitev?j? hatvanysorok, Laurent-sor

Definicio. Ha adott a szdmra és (c,), , komplex szdmok komplex szdmokra a

> (ealid — a)™)

[ —ma)

fliggvénysort egész kitev?j? hatvanysornak, vagy Laurent-sornak nevezziik. Egy ilyen sor 0sszegfiiggvénye:

+o¢

Z cn(z—a)"
n=-—oo
Ugyantigy, ahogy minden nemnegativ kitev?j? hatvanysor egyenl? a sajat Taylor-sordval, igy az ilyen
sorokat egyszer?en csak Laurent-sornak hivjuk, fiiggeteleniil attél, hogy a Laurent-sor egyiitthatéit egy

fliggvény értékeib?]l szamoljuk ki.

Ahogy a Taylor-sorfejtésben nagyon hasznos a mértani sor 6sszegképlete (és konvergenciafeltétele), gy ez a
Laurent-soroknal is jol alkalmazhaté:

Példa. Mely pontok koriil fejthet? egész kotev?j? hatvanysorba a

fiiggvény és mik a konvergenciatartomanyok? Megoldds.

1) z # O-ra reguldris, igy minden z,, # 0-ra Taylor-sorba fejthet? legalabb is a z, egy olyan kdrnyzetében, mely
a 0-t mint szingularitdst nem tartalmazza (hisz tudjuk: hatvanysor konvergenciatartomanya korlap). Ez a sor:

1 1 1 1
z—z+2 2 z2—2+1 2 1-(-1)(z—2)

o (_1‘)71
=0 0

(2= )"

e

]' = 1\n n
= 2 (1)) =
~0 n=0 n

A sugara 1, hisz I(-1)llz-z <1 kell, ami ugyanaz, mint Iz-z,|<1. Persze, ha Iz | < 1, akkor a sugdr, maga a lz|,
hisz a 0-t nem 4llitja el? a sor.

Egész kitev?j? hatvanysorok, Laurent-sor 9
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2) z, # O-ra a Laurent-sora. Most a z — z,-nak a mértani sorrd alakitas utan a nevez?be kell keriilnie:

1 1 1 1 1

2— 20+ 20 2—2 14+ == 2—2 1—=X

P -
Z—2zn zZ—2Zn

1 - (_1)77:12 — 1\—n_—n n
== Y e S Y (1) (e — )
~0  n=0 (-.“ - "'0) n=0

Ennek a sorfejtésnek akkor van jelent?ssége, amikor olyan pont koriili sorral akarunk egy z szdmot
el?4llitani, melynek minden z-t tartalmaz6 gombi kdrnyzete tartalmazza a 0-t is.

Konvergenciakore a
|2 = 20| > |20
egyenl?tlenségnek eleget tév? z-k.

3) z = 0-ban is van Laurent-sora, éspedig dnmaga:

1
f(2) =404~ 40+ ...

Ennek a sugarai R =0, mert a (...0,0,1) sorozat n-edik gyokeinek limszupja 0, és R =+ , mert a (0,0,0,0,0,...)
sorozat n-edik gyokeinek limszupja O és "http://wiki.math.bme.hureciproka"http://wiki.math.bme.hu +
végtelen. (Ez egyben a  koriili Laurent-sor, melynek csak reguldris része van.)

Konvergenciatartomany

Laurent-sorndl a konvergenciatartomany egy korgy?r?, melynek sugarait az egyiitthatokbol a
Cauchy--Hadamard-tételhez hasonlé médon szamolhato, éspedig:

1
R+ == o
lim sup i/ Cnl
n>0
_ s
R_ = limsup {/|cy|
n<0

Ez a kijelentés konnyen igazolhat6 a Cauchy-féle gyokkritériummal, s?t a Cauchy--Hadamard-tétel
bizonyitdsat felidézve szinte magatdl értet?dik.

Regularis- és f?rész

A Laurent-sor

+0o0 1

C_ ;
‘ 71(: _:O)n

n=

részét a sor f?részének, a

Konvergenciatartomany 10
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+ox
D cn(z— z)"

n=0

részét a sor regularis részének nevezziik.

Laurent-sorfejtés

Tétel. -- A Laurent-sor tétele -- Haazf: C >— Césa Cszdmés0?2r<R?+ olyan sugarak, hogy faz
T'={2eC|r<|z—a| <R}

nyilt korgy ?r?ben reguldris, akkor egyértelm?en 1éteznek olyan (c,), , komplex szamok, éspedig tetsz?leges
a T-ben halad¢ az a-t egyszer pozitiv irdnyban korbehurkolé G gorbére:

1 21
Cp = ];[ f(w) —dw, nei

hogy a

> (enid —a)")

[ —oa)

fliggvénysor konvergens 7-ben és minden z T szdmra:

f(':) - Z Cn(':_a')n

nN=—0nC

Bizonyitds. f-et most nem tudjuk el?4llitani a Cauchy-integralformuldval, mint a Taylor-sor esetén, mert az a
pontban esetleg a fiiggvény nem reguldris. De el?4llithatjuk két hasonl6 formula kiilonbségeként.

Rogzitsiik egy tetsz?legesen valasztott z  7-t. Legyenek k, €s k, két a kozéppontu, 7-ben haladd, pozitivan
irdnyitott kor, tgy, hogy z a k, és k, korok kozotti nyilt tartomédnyba essen. Ezekb?l a korokb?1 és az ket
elvalasztd gy 7r?t sugdrirdnyban befelé atmetsz? s szakaszbdl elkészitiink egy olyan zart gorbét, melyre mar
alkalmazhat6 az integralformula. Tekintsiik ugy, hogy k, kezd? €s végpontja az s kezd?pontja, k, kezd? és
végpontja pedig az s végpontja. Legyen

L = ks~ (—ko) " (—s)

itt (-s) az s-sel ellenkez? irdnyitdsd szakaszt jelzi. Ekkor a z-t egy reguldris tartomanyban hurkolja egyszer,
pozitivan korbe, igy a Cauchy-integrélformuldval:

o1 flw)
F(z) = 27 ]{ (w — :)d'w
r

Node, ebben az integdlban az s iven kétszer oda-vissza végezziik el az integralast, igy az erre vett integral
elt?nik. Mdsrészt a (-k,)-n vett integral ellenkez?je a 'k,-vettének, igy végiilis:

Regularis- és f?rész 11
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N fw) 1 [ flw)
f(~) = omi % ('ll’ — :)du' 27 % (w — ;)du

k1 . ko

Hangsulyozzuk, hogy z és a most konstansok, igy a
1

w—2

w —

az értelmezési tartomdnyan analitikus fliggvény. Ennek -- szikdsos médon a mértani sor 6sszegére vonatkozé
képlet segitségével -- elvégezhetjiik az a kdzéppontd, valamilyen kordn beliili hatvanysorba fejtését.
Természetesen a Iw-al < |z-al feltételt meg kell kdvetelniink, hiszen hatvdnysor konvergenciakorében nem
lehet benne a z szakaddasi pont. Tegyiik fel tehét, hogy Iw-al < |z-al. Ekkor:

1 1 1 1 1 1
oy o~ . o\ .~ w—a T L 7 w-a
w—z2 (w—a)+(a—2z) a—z Z=+1 z—a 1—°"=
w—a
o . I . .
Ezzel megvan a sorfejtés minden egyiitthatdja, ugyanis ~ = @ _rakell alkalmazni a mértani sor

formuldjat:

1 i L (e ay

w— 2 r—a‘=(z—a)"

1) Vildgos, hogy ezt a sorfejtést csak a k,-re vonatkozo integralban hasznalhatjuk fel, mert ott leszaq < 1
(@ill. a w mindig kozelebb a-hoz mint z-hez). Ezt az integralt tehat:

L [ flw) = 1 o
_Qﬂ'if[(w—'-) —a;m.(u a)"dw =

ka

az integrdl felcserélhet? a szummaval és a w-t?] fiiggetlen tagok kihozhaték az integral elé, ezért

= 9 fo w _a)n+1 (w—a)"dw = Gy Z T a) n+l% flw)(w—a)"dw

n=>0 ; =

Ekkor egy konvergens, negativ kitev?j? hatvanysort kaptunk, melynek csak f?része van, de érdekes mddon
nem a kdzépponttal é€s w-re, hanem a kézépponttal és z-ra. Ez pont a kivédnt sorfejtés, melyet érdemes
atindexelni dgy, hogy a szumma4z4s -1-t?1 induljon és - -ig menjen:

—0OC

1 f(‘u_.') o L | f(uv) » o
 2ri ]{ (w — ;)du, - 2mi Z ]{ (w — a)‘”“du S

ko n=-—1 ko

Mir csak azt kell megmagyardznunk, hogy a k, helyére most mér minden olyan G gorbére felirhatd, mely az
a-t pozitivan dleli korbe egyszer és a regularitési tartomanyban halad. Valdban, a képletbeli integral méar
fiiggetlen az 1/(w-z) sorfejtési szitudcidjitdl és minden olyan G gorbére dttranszformdalhaté melyek
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folytonosan dttranszformalhato k,-be. Ez a T korgy 7r? Osszes a tételi dllitdsban megadott gorbéjére 4ll.

2) Most mdr az el?z? szdmolasbdl sejthet?, hogy a Laurent-sor reguléris része akkor jon ki, ha az 1/(w-z)
reciprokfiiggvényt a az a koriil nem pozitiv, hanem negativ kitev?j? hatvanysorba, fejtjiik -- mint az els?
példaban. Ezt a lw-al > Iz-al feltétellel tehetjiik csak meg, hisz ilyen sor konvergenciatartomanya korgy?r? és
a z szinguldris pontot nem tartalmazhatja:

1 1 1 1

w—z2 (w—a)+(@—2) w—a 1—22

w—a

Ez a sor val6ban akkor konvergens, ha Iw-al > |z-al. Ezzel az el?z? pomt szdmolasat elvégezve az f(z)-t
el?4llit6 Laurent-sor reguldris részét kapjuk. QED

Példa. Adjuk meg az

2+ 21

fiiggvény azon 0 koriili Laurent-sorat, mely el?allitja az 1-et! Azt is adjuk meg, mely a -3-t allitja el?!

Megoldds. -2i szingularis hely. Ha a=0, akkor a z=1-et a 0 koriili Taylor-sor éllitja el?, mert 10-11 < 10 - (-2i)I.

Persze ezt is a m.s-ral adjuk meg:

"2 a2 e n—1 0  n—3
f( .,) _ ~ _ .,Qi 1 _ = 1 _ L ~nt2 Z z n
T i42i T2i241 2i1-% & ondl £ gn—1
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