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Szeparabilis differencialegyenlet

0.a)
,  xsin(1l 4 z?)
y = A
Yy
b)
y' =y y(0)=0
Mo. a)

3/2

b) y - 0 és y = (2/3)1‘3"-

1. Oldjuk meg az
J = 2 cos*y
siny
egyenletet az
yy
N y(0) = ; )
b) y(O._) = ;
o y(0) = 1 + 27

Mo. a) Ez egykonstans megoldds és nincs masik a (0, /2)-n dthaladd, mert az y szerinti parciélis derivalt
korlatos.

b) Az éltaldnos megoldasbol keressiik a kezdeti feltételt kielégit? megoldast:

siny 5
y =T

costy
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—cos ty(—siny)y’ = 2*
1 -3 L 5
—cos “y=-x"+0C
3 ¥y=3

Az implicit egyenlet:
cos dy=x3+3C

Ha x=0 és y= /4, akkor

3C =

és

y(x) = arccos

c) ugyanez + 2

HF. Oldjuk meg az y' = sin(x) yln(y) egyenletet az

a) y(0)=1,
b) y(0)=e

kezdeti feltételek mellett!
Homogén fokszamu egyenlet
Azt mondjuk, hogy az y' = F(x,y) egyenlet homogén fokszdmd, ha

F(Ax, \y) = F(z,y)

A homogén fokszdmu egyenlet megoldasa visszavazethet? a szepardldsra az

4j valtozé bevezetésével, ahol u = u(x) az ismeretlen fiiggvény. Ekkor
(zu) =u+zu' =9

azaz
Yy =ur4u

2. Oldjuk meg az
'y,;'l'y = ;172 + ‘y2

Szepardbilis differencialegyenlet
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egyenletet!

Mo. Az \j valtozoéra tortén? attérésnél az y2-nak mér nem szabad szerepelnie az egyenletben, ezért, hogy ne
féljen egyediil, szorozzunk be az egyenletet 1/x>-tel:

Yo Y
vE =14 =
L + 2 |
(W'z +u)u=1+u’
u'ur =1
uu = —
T

ezt kell megoldani. Egyel?re tegyiik fel, hogy y(x) fiiggvény nem veheti fel a nullit, igy az u sem. Ekkor
szeparalassal:

=
[

=In|z|+C

lvl

Az egzisztencia és unicitds diszkusszidja. a szeparédlassal kapott dltaldnos megoldds minden R\{0}xR-beli
kezdeti értékre egyértelm? megoldast ad.

Ha x =0, akkor y,=0 kell, hogy legyen ellenkez? esetben nincsmegoldds. De ekkor is irreguldris a megoldas,
mert két megoldds is kielégiti ott az egyenletet.

HF. Oldjuk meg az
; fog:_siel
a) yr=y+ryr+y és az
, 24y
b) v = 2y +
egyenletet!

Cauchy-tipusu integralok

3.
1
575 —dz =7
2%(22 — 62+ 8)

a) |z]=3

b) Osztilyozzuk az intergandus szakadasi helyeket

¢) Adjuk meg ezekben a pontokban a reziduumokat!
Mo. a)

A nevez? gyOkhelyein lesz irregularis f, de ezek koziil csak a |zI=3 kor altal koriilhurkolt z=0 és z=2
helyekkel kell foglalkoznunk, melyk koré egy-egy mondjuk 1 sugard (vagy elegend?en kicsiny sugard)

Homogén fokszamu egyenlet 3
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kort vonunk, és hasznaljuk az integrdl additivitasat:

1 ﬁ Ty
: dz = —d=x Sl
/ 22(x—2)(2—4) / 22 = —

|z|=3 |z|=1 |z—2|=1

[y

)
[

0

B[ &

2

Az els? tagnal az n=1-re vonatkozd, a masodiknal az n=0-re vonatkozé Cauchy-formulat kell alkalmaznunk.

Ezek:
- 1 9(2)
9(z0) = 57 / S—— dz
|z—zp|=r
és
, 1! h(z)
W) =g [ ot
2mi (,., — ,.,])‘
|z—21|=r

A feladatban z,, = 2, g(z)=1/z%(z-4) illetve

. 1 1
9(z0) = 22(z — 4) e T 16
ész, =0,
1 oo —22+6 _ 6
)= 3678 ") = Goae-op —
Tehit
* = —2-7r'z',i + 27?'27i = E
16 32 16

b) 2 és 4 els?rend? po6lus, O masodrend?.

c) 0-ban és 2-ben az integrél 2 i-vel eloszott értéke a reziduum, 4-ben most nem szamoljuk ki, de a 2-h6z
hasonléan kell eljarni.

HF. Szamitsa ki az

ch 3z d
3 _ .2 Y~

a) |z+1|+|2—1|=4
(a gorbe egy pozitivan irdnyitott O kézépponttd ellipszis) és a

1 — e?? d
~100

Cauchy-tipusu integralok 4
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integralokat!

¢) Milyen szakaddsok vannak z=0-ban?
d) Adja meg a reziduumokat a z=0-ban!

Reziduumszamitas

4. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények 0-beli reziduumat, egységkoron vett integraljat €s a szakadas jellegét!

L.

~sh? 2
a) ~

52

zsh?=

by . =

1

¢) 22shz

Mo. a) reguldris, mert 0-ban egy nevezetes hatarértékkel egyenl?. Res = 0, integral = 0.

b)

{2
| 00

_+_

V
w/\
lvl)lt\D
+ @l

+
u
+
|

+
1
;

i
{

t
oo

Innen Res =4, int =8 i. A szakadds Iényeges.

¢) Ennek a fiiggvénynek a 0-ban harmadfokid pdlusa van mert z*f(z) mar reguldris. Ez a Riemann-tétel miatt
van és mert lim,, z3f(z) = 1

1 1 1 1
2 gh » :C—3§+C 275 —l—Cl -+ Cp + ..

ahol az el?bb kiszdmoltuk, hogy ¢ ;=1

I
:

1
l= .4 04+140+4...= (2" +?;'+
. !

—:):2 + ...

:1+C_2,:—|—(C_1+6

innen ¢ ,=-1/6, int = - /3

HF. Hat4drozzuk meg a

o1
f(z) =e=2 sin —
a) s
COS 2
b sin®z

Reziduumszamitas
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e — 1

o sin 2
1
@ 0 sin2:z

fiiggvények 0-beli reziduumadt, egységkoron vett integréljit és szakaddsdnak jellegét!

Laurent-sorfejtés

5. Hatdrozzuk meg az

A Ve

nulla koriili Laurent-sorait!

Mo.

f(z)=c (: i 1 ;,-;) - _%(; —'1)(:. -3)

alkalmas tehat a c=-1/2.

Ha lzl<1, akkor

. . o _.n
) IL Ay
~ =~ n=0 n=>0
Ha IzI>1, akkor
1 1 1 . n N —n—1
| - Tl 1 - Z &= Z -
~ ~ 2z n=>0 n=0
A masik tag:
Ha 1z/3I<1, azaz |zI<3
- 1 o o' .
L1 izinzz_ L
- 9 - Zz ¢ +]""
2—3 31—-% 343" & 3n
Ha |z|>3 , akkor
1 1 1 - n —n - n.—n—1
3= 31 g =2 Z =2 3%
~ * ~ 2 ~ n=0 n=>0

Tehat a Laurent-sorok:
IzI<1 esetén reguldris:

Laurent-sorfejtés
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oC

f(a)_lz_\n_*_li 1 ~1z_§:_(i_1)~n
- _2 ~ 2 an+1~ 2 \ 3n ~

n=>0 n=0" n=>0

1<lzI<3 esetén vegyes:

1 & 1 & 1 1 -
f(,:) = 5 Z :—1?—1 . 5 z :_))n:—n—l _ z ;(l _ 3—11—1):)1
n=>0 n=0 n——no ~

fliggvényt!

Laurent-sorfejtés
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