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Definicio

Legyen U RZnyilt halmaz és P,Q: U — R folytonos fiiggvények, Q sehol sem nulla. Azt mondjuk, hogy
az

W (CX)
Q(z,y)

differencidlegyenlet egzakt, ha 1étezik olyan F: U — R folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, hogy

F F ,
- =P, %:Q (C)

(EX)

dr
Példa. Minden

3 TOT BB e -y

alaku szeparabilis differencidlegyenlet egzakt, hiszen ha g integralfiiggvénye G, akkor

9y = f(z) = Gly) = F(z)+ C

Alkalmas tehdt az albbi fiiggvény:

. 4 , 0P od
(b(;l',y) = G(y)_F(l) =C = 2y :fﬁ a. =g
Ox dy

Jelen esetben a G fiiggvény derivéltja (G'=g) sehol sem nulla folytonos fliggvény, ezért szigordan monoton.
Emiatt kifejezhet? y éspedig:

y(z) =G (F(z) +C)

Megjegyzés. A megoldasokat implicit médon adja meg az
$(z,y) =C

egyenlet. Mivel
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ezért az implicitfiiggvény-tétel miatt, hogy y-t "http://wiki.math.bme.huki lehet
fejezni"http://wiki.math.bme.hu. Erdemes feleleveniteniink magat az implicitfiiggvény-tételt:

Implicitfiiggvény-tétel -- Haa :IxJ — R folytonosan differencidlhato fiiggvény az (x,,y,) int(IxJ)
pontban teljesiti a d /dy = 0 feltételt és  (x,,y,)=0, akkor a (x,y)=0 egyenletnek van az (x,,y,) ponton
athaladé implicit fiiggvénye és ennek derivaltja:

it (Y ie Oz
Y (1) — oo
dy (z.y(z))

Egzisztencia- és unicitastétel

Tétel. Legyenek P és Q az U R? nyilt halmazon értelmezett folytonos valds fiiggvények, Q sehol se nulla,
grad F = (P,Q) valamely F: U — R folytonosan differenciélhato fiiggvénnyel €s (x,,y,) U. Ekkor

1) az

(ex) y'=-PIQ
egyenletnek egyértelm?en I€tezik az y, = y(x,) kezdeti feltételt kielégit? y megoldasa €s
2) az

(impl) F(x,y) = F(x,,y,)

egyenlet (x,,y,)-on dthalad6 egyetlen implicit fiiggvénye az (ex) egyenlet y(x,) = y, kezdeti feltételt kiel€git?
egyetlen megolddsa.

Biz. 1) Egzisztencia. Belatjuk, hogy (impl) egyetlen (x,,y,)-on dthalad6 implicit fliggvénye megolddsa az (ex)
egyenletnek.

aF
a |: = Q(xo,y0) # 0

To.ya)

igy az implicitfiiggvény-tétel szerint, egyértelm?en 1étezik F-nek y=y(x) implicit fiiggvénye az adott pont egy
kornyezetében és ennek derivaltja az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban:

OF o
o ap®Y@) (e y(a)
y(l‘)—_ P = T AT
oF _, Qz,y(x))
(x.y(@)
Y

o

tehat y az (ex) differencidlegyenletnek is megoldasa, és ez kielégiti a kezdeti feltételt.

Definicio 2
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Unicitds. Tegyiik fel, hogy l1étezik megoldésa a kezdeti érték feladatnak. Legyen egy tetsz?leges megoldasa
y, azaz

Ez az egyenlet a grad F = (P,Q) miatt el?4ll

oF GF_,_D
Or ayy_

alakban. Most belatjuk, hogy y (impl)-nek implicit megolddsa. Az Osszetett fiiggvény differencidldsi szabélya
miatt ( d(F2 G)(x,y)=dF(G(x,y)) @ dG(x,y) ) az el?z? egyenlet a kdovetkez? formdban is irhat6:

x ar JOF N
'y!I::I.':l = ahz.y(m) +y Ehm.y(m)? =0

x értékei egy intervallumbdl keriilnek ki, ezért az integrdlszdmitds alaptétele szerint az X +— F(x,y(x)) egy
konstans fiiggvény. De a feltétel szerint y(x,) = y, teljesiil, ezért x +— y(x) egy (x,.y,)-on athalad6 implicit
fiiggvénye az F(x,y)=F(x,,y,) egyenletnek. Ez az utobbi azonban egyértelm?en van meghatdrozva, ezért a
kezdeti érték feladat minden megoldasa egybeesik ezzel az implicit fiiggvénnyel, azaz a megoldas
egyértelm?.

(P, y(x))) = lgrad Flisy)- [

2) Az implicitfiiggvény tételében adott egyetlen implicit fliggvény az 1) egzisztencia része miatt megoldésa
(ex)-nek €s 1) unicitds része miatt ez az egyetlen megoldasa (ex)-nek.

Az egzaktsag jellemzése
Megjegyzés. Az egzakt differencidlegyenletet még
P(z,y)+ Qz,y)y =0 P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0
alakban is szokds {rni.
Ez ut6bbi egyenletr?l azt is mondjak, hogy akkor egzakt, ha a P(x,y)dx + Q(x,y)dy kifejezés
"http://wiki.math.bme.huteljes differencial"http://wiki.math.bme.hu, amin azt értik, hogy létezik olyan F(x,y)
fiiggvény, melynek teljes differencialja:
dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y) dy
Ezt a mai jelolésekkel a kovetkez?képpen irjuk. Egy F kétvéltozds fiiggvény teljes differencidlja egy linedris

leképezés, mely a sztenderd {(1,0),(0,1)} bdzisban felirt koordindtdival nem mads, mit a parcidlis
derivéltjainak sormdtrixa:

_ ,. oF OF
[dF(z,y)) = grad F(z,y) = | 7 , 2
dr = Jdy

Emiatt a (C) feltétel a kovetkez? alakban is irhat6:

Egzisztencia- és unicitastétel 3
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[dF] = [P, Q] y, grad F = [P, Q)]

Tehat az egzakt egyenletben a (P,Q) vektormez? (vektorérték? fiiggvény) potencialos. Innen hasznos
jellemzést kapunk az egzaktsigra a vektoranalizisbeli ismereteinkb?l.

Tétel. Legyen U egyszeresen Osszefiigg? nyilt halmaz, P,Q: U —+ R folytonosan differencialhat
fiiggvények (Q sehol sem nulla). A Pdx + Qdy = 0 egyenlet pontosan akkor egzakt, ha

P 0Q
dy  ox
Az F fiiggvényt, az Pdx + Qdy = 0 egyenlet integraljanak nevezziik.

Ezt a tételt j6l ismerjiik és a bizonyitdsat a vektoranalizisben vettiik.

Megjegyzés. 1) A feltétel nem mas, mint az, hogy a (P,Q) sikbeli vektormez? rotacija azonosan nulla.
Ugyanis a rotacio a sikbeli (P,Q) vektormez? esetén:

80 P

rot (P, Q) = o d_y

2) Bar a szepardbilis egyenlet egzakt, a fenti feltétel az egzaktsig ellen?rzésére sokkal szigoriibb mint a
szeparabilis egyenlet megoldhat6saganak feltétele.

Példa
Oldjuk meg az

(ye™ + cosx)dx + (ze™ + chy)dy =0
differencidlegyenletet!

Mo.

orP. , aQ
o — oY | e o TY
ay(l‘y) e + zye™, o

(z,y) = € + zye™

Tehat egzakt. Az egyenlet els? integrdljat megkapjuk, ha megoldjuk az

(:_)F(. )_ LY T (:_)F(. )_ o }
oy (T Y) = ye + cos z, By T,y) =xe” +chy

parcidlis differencidlegyenlet-rendszert.
Az els? egyenletb?l:

F(z,y) =™ +sinz + C(y)
A masodik egyenlet miatt:

Az egzaktisag jellemzése
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e + C'(y) = ze™ + chy

azaz
C'(y) = chy
Innen a C(y)-ra egy partikuldris megoldas:
C(y) =shy
Azaz
F(z,y) = e +sinx + shy
Ez valéban teljesiti a grad F = [P,Q] feltételt, igy az els? integral:
e +sinz +shy =C
Integralo tényez?

Altalaban egy P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 alaki differencidlegyenlet esetén nem teljesiil a rot(P,Q)=0 feltétel.
Esetenként azonban taldlhat6 olyan p kétvaltozds pozitiv érték? fliggvény, amellyel:

w(z,y) Pz, y) + ' p(z,y)Q(z,y) = 0

mar egzakt egyenlet. Vizsaljuk meg mib?l nyerhetjiik az ilyen p un. integralé szorzét! A rot(uP,uQ)=0
feltétel a kdvetkez?:

ouP  opQ
dy  Ox
OP O a0 oyt

hay P8, = Har T9%;

P P , o : r) :
) (222 gty
oy Oz oz Ay

Ezt a parcidlis differencidlegyenletet kell megoldanunk ahhoz, hogy legyen integralé tényez?nk.
Példa. Keressiink integral6 tényez?t az

y' + flz)y = g(z)
kozonséges els?rend? inhomogén linedris differencidlegyenlethez!

Vildgos, hogy nem egzakt, mert a
dy — (g(z) — f(z)y)dz =0

alakban a keresztben vett derivaltak: O és f(x).

Példa
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Q=1 és P(x,y)=-g(x)+{(x)y ezért a p-t ad6 parc.diff. egyenlet:
o o
pf=5- —(9(z) - f(l)y)@

Elegend? egy partikularis megoldast taldlni, amit egyszer?en megkapunk, ha csak az olyan p-ket keressiik,
amik csak az x-t7] fiiggenek, ekkor ugyanis pl. g(x) nem is lesz az egyenletben. Ilyet taldlunk, mert:

Ez egy szepar4bilis, aminek a megolddsa:

f) =L
L
(@) = (inpy

egy partikuléris megoldas:

w(z) =e"'™

ahol F'=f.

HF: Keressiik meg ezzel az integdld szorzdval az 4ltaldnos megoldést!

Mo.

"'y + (—g(z) + f(z)y)e"™ dz = 0
Mar egzakt, hiszen

eF® f(z) = f(z)e"@
Ekkor

Bz,y) ~ye' @ + @), ay) = e + [ —ga)ef @+ Cly

Cv _ yel"lzl‘) . /g(l?)ef"(:ﬂ.:l dI

azaz

Példa

Tanulsdgképpen megallapithatjuk, hogy néha érdemes a p-re felirt egyenletnek csak olyan megoldasait
keresni, amelyek csak az egyik valtoz6tdl fiiggenek. Ha ugyanis csak a p=u(x) alaku integralé szorzékra
szoritkozunk, akkor a megoldandé egyenlet:

Integral6 tényez?
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azaz

Ay oz .
Q [ Ox
2222 o JT;
R(z) =% 9% _ ' z) = el Bl)dx
() Q) Oz Kz

Az ilyen alak feltétele tehdt az, hogy a

—rot (P, Q)
0

csak x-t?1 fliggjon (vagy a -rot(P,Q)/P csak y-t6l és akkor p csak y-t6l fiigg).

Példa. Oldjuk meg az
Lty
TYy?
egyenletet!

Mo. Atrendezve:
(z* + ¢*)dz — 2y°dy = 0
d,P=3y?, 0 Q=-y?, azaz

—rot(P,Q)(z,y) 32 +y? —4
Q(z,y) -yt

azaz célravezet, ha p-t u(x) alakban keressiik. Ekkor

Ekkor az egyenlet:

1 a3 02
(—+y—)d1r——3dy20

r xt T

egzakt, mert

Példa
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T T
4 ( )-1.'4 -
Integréléssa:

F(z,y) = In|z| + 1y + C(y)
T,Yy) = _31:3 \Y),

azaz
3

In|z| — 3.3 = C

32°Inc|z| = ¢*

rv/3nc|z| = y(z)

Példa

F(z,y)
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