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Matematika verseny 2011

A 2011. évi BME Matematika versenyt 2011. dprilis 14-én rendezték meg. A verseny altaldnos leirdsat ldsd a
Matematika verseny lapon, a feladatsort és eredményeket Horvath Miklés honlapjan.

Ez a lap a feladatokat tartalmazza, de ide (vagy allapokra) lehet {rni a feladatok megoldasat vagy
megjegyzéseket hozzajuk.

1. feladat

Adott a,b,c,d oldalhossziisagu sikbeli négyszogek koziil melyik lesz maximalis teriilet?? Az oldalak ebben a
sorrendben csatlakoznak.

2. feladat

Melyek azok a tizes szdmrendszerben felirt természetes szimok, melyek utolsé szamjegyét az elejére
athelyezve az eredeti szdm 2/3-at kapjuk?

3. feladat

Legyen A invertdlhat6 0 X Tl _es matrix. Tegyiik fel, hogy az A és A ™! matrixok minden el eme
nemnegativ. Bizonyitsuk be, hogy van olyan k > 0 egész, hogy A* diagonalis matrix.

4. feladat
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5. feladat

a. Legyenek LR _-"_Fﬂ egységvektorok egy euklideszi térben, |<t”"" >| < lf I:n o l) , ha i % -}
Mutassuk meg, hogy ULy« =y Un linedrisan fiiggetlenek.

2 f : . .
b. Lengyen m = (n — 2n/2+1 ULy« ooy Um egységvektorok, |( >| {h(ﬂl_u,ha 33&.}.

Mutassuk meg, hogy © 1 Um kozul kivdlaszthat6 n linedrisan fiiggetlen vektor.

6. feladat

Az irdnyitott G egyszer? graf irdnyitott kromatikus szdma, (G) az a legkisebb k, amelyre k szinnel
szinezhet?k a csuicsok Ugy, hogy egy €l két vége kiilonboz? szin? és barmely adott szinpdrban csak az egyik

1ranyba vezethet él. Mutassuk meg, hogy nincs olyan f N—N fliggvény, melyre

Xi C’:' < f ( ) teljesiil minden G-re, ahol (G) a megfelel" irdnyitatlan graf kromatikus szama.
Azaz az irdnyitott kromatikus szdm nem becsiilhet? a kromatikus szdm ismeretében.

A szerkeszt? megjegyzése

A feladatot értsiik ugy, hogy csak olyan G grafokat tekintiink, amelyekben semelyik két cstics kozott nincs
oda-vissza él (igy az irdnyitott kromatikus szdm mindig véges).

7. feladat

feC(0,00) ., lim f(x/n) = D,akkor

Mutassuk meg, hogy ha és minden x > 0-ra n—noc

.rl—lzrr|§|1+ fl{i

8. feladat

L2, ....n

Legyen l<k<n . Mutassuk meg, hogy az szdmok egy véletlen permutciéjanél

a. 1/ k valészin?séggel lesznek az szdmok ugyanabban a ciklusban,

b. 1/ k! valoszin?séggel lesznek az szamok csupa kiilonboz? ciklusban.

Megoldas

1,....n—1

megkaphatjuk az L.y egy permuticiéjat igy, hogy valamelyik ciklusba valahova beszurjuk az n
szamot. Mivel barmely ¢ hosszu ciklusba ¢ helyre lehet egy 1j elemet besziirni, ez dsszesen n — 1 lehet?ség.

Ezen kiviil kaphatunk még egy permutéciot ugy is, hogy az n egy 1j, 1 hosszi ciklusba keriil. Nem nehéz

Vegyiik az szamok egy permuticidjat, és allitsuk el? ennek a ciklusfelbontasat. Ebb?1

latni, hogy ha vessziik az L.oo,n—1 egy egyenletes eloszlasu véletlen permutacidjat, és a talalt n
lehetséges kib?vités valamelyikét valasztjuk egyenletesen véletlenszer?en, akkor igy az L...,n egy
egyenletes eloszldsu véletlen permutaciéjat kapjuk.

...,k

Csakhogy ha k<mn-1 , akkor a permutacio kib?vitése nem valtoztat azon, hogy az szdmok
koziil melyek vannak egy ciklusban. Igy aztdn elég belétni az 4llitdst a k = n esetben. A (b) allités ilyenkor

nyilvdnvald, mert a k szdm csak az identikus permutdciéban keriil mindegyik elem kiilon ciklusba.

5. feladat
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Az (a) allitast n-re teljes indukcidval lathatjuk be (mindig a k = n esetet véve). Tegyiik fel, hogy az

L...,n egy permuticiéjit megint a fenti médon, egy eggyel rovidebb permutacié kib?vitéseként kap]uk
Az 0sszes eleme ekkor pontosan akkor van egy ciklusban, ha ez mar a révidebb permutaciéban is teljesiilt, és

az n is ebbe a ciklusba keriil. Az indukcios feltétel miatt a révidebb permutacié 1/ (n — 1) valdszin?séggel all
egy ciklusbdl, és barmely ilyen permuticionak az n kib?vitése koziil csak egy olyan, hogy az n nem ebbe a

(1/(n—1))-((n—1)/n)=1/n

ciklusba keriil, tehat a keresett valdszin?ség valéban
Megoldas masképp

Ismert, hogy ha a ciklusfelbontast ugy irjuk fel, hogy minden ciklust a legkisebb elemével kezdjiik, és a
ciklusokat az els? elem szerint csokken? sorrendben irjuk egymads utin, akkor elhagyhatjuk a ciklusokat
hatarol6 zardjeleket, mert az elhagyas utdn kapott permutacid az eredetit egyértelm?en azonositja. A

zérGjelek elhagydsa utan tehat ismét az L...,n egy egyenletes véletlen permuticidjit kapjuk. Az, hogy

az eredeti permutdci6ban az ...k kiilon ciklusokba keriil, azzal ekvivalens, hogy az dj permutdciéban
ezek az elemek csokken? sorrendben dllnak, aminek a valdszin?sége nyilvéan 1/ (k!). Mdsrészt az, hogy az

eredeti permutdciéban az ...,k egy ciklusba keriil, ekvivalens azzal, hogy az dj permutaciéban ezek
koziil az elemek koziil az 1 4ll legeldl, ennek pedig 1/ k a valészin?sége.

9. feladat
Legyenek P,Q ortogondlis projekcidk egy véges dimenzids térben. Mutassuk meg, hogy

Tret 7@ < Tr(efe?).

10. feladat

Legyen f(z) regularis a Rez > 0 félsikon. Tegyiik fel, hogy

lim M = a.

z—0,Rez=0 Z
Bizonyitsuk be, hogy tetsz?leges > 0 esetén

lim (2) = ar.
z—sEl.RezZ::-5|Im:|f( :I '

Megjegyzések

Megoldas 3
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