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f(z) = arctg ex

Differencialhatosag
Legyen fvalds-valos fiiggvény, u  Dom(f) Dom(f)'. Az f fliggvény differencidlhat6 az u pontban, ha
1. Definicid -- 1étezik olyan : Dom(f) — R fiiggvény és olyan m R szdm, hogy:
1. minden x Dom(f)-re
J&) = flu) + m(x - u) + (0)(x - u) €s
2. (u)=0¢és az u-ban folytonos.

Ebben az esetben az f fiiggvény u-beli derivaltja m és jele f'(u)

2. Definici6 -- 1étezik és véges a kovetkez? hatarérték:

I flx) — flu)
im ———
T=u o — U

Ekkor f'(#) maga a fenti hatarérték.

A két definici6 ekvivalens, amit a kovetkez? egyenl?séggel lehet igazolni:

Lzp) .. 4 ha = #u
elE) = o F e D)
lim &=—"~ — A, ha z=u

r—u -

ahol A az m-et jeloli, ha 1)-et tudjuk és 2)-t igazoljuk és lim, —  (f(x)-f(u)/(x-u))-t, ha forditott a helyzet.

Vildgos, hogy a (*) hatarérték egy igy nevezett hatdrozatlan kifejezés, hisz mindig 0/0 alakd. Ez a a szel7k
meredekségének hatarértéke,

Az els? definicid is szemléletes. Itt arrdl van sz6, hogy a fiiggvény felirhaté u koriil egy linedrisan elt?n? és
egy magasabb rendben elt?n? tag 6sszegeként:

((z) = f(u) + m(z—u) , a linedris és e(z)(z — u) a nemlinedris
Példa. Igazoljuk, hogy

f( 'l') _ €_‘sinr
differencidlhat6 a 0-ban és derivéltja 1.

Megoldds. Definici6 szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x#0. Ekkor

esinz sin0 esinz esinz _ 1 o

— €

xr—20 T sinz  sinz

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utdn az els? tényez? és a masodik tényez? is az 1-hez tart,
minthogy ezek nevezetes hatarértékek.

Differencialhatésag
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Példa. Igazoljuk, hogy

f(z) = {I_Cf“ = %sin z, ha z+#0

0, ha z=0

differencialhaté a 0-ban és derivéltja 1/4.
Megoldds. Definici6 szerint igazoljuk, azaz a pontbeli derivalt (*) képletével. Legyen x#0. Ekkor

l—cosz 1 1

v sinx — 0 l—cosz =sinx
T 4 4

r—0 2 T

Ha most x — 0, akkor az utolsé egyenl?ség utdn az els? tényez? és a masodik tag, mint nevezetes hatarérték
az 1/2-hez tart, mig a masodik tag az 1/4-hez. Emiatt a hatarérték 1/4.

L'Hospital-szabalyok

Tétel -- Gyenge L'Hospital-szabaly -- Legyenek fés g: A — R val6s-valds fiiggvények,u A A,
flw)=g(u)=0, mindkett? differencidlhaté u-ban €s g'(u) # 0. Ekkor Iétezik a lim (f/g), €s

lim f(z) — f(w)
> g(@)  g'(u)

Ugyanis,' irjuk fel az 1. definiciénak megfelel?en a hatarértéket. Létezik az u-hoz olyan , :A — R, hogy
mindenx A Dom(f/g)-ra

fx)  flu) + f'(u)(z —u) + &(z) (2 — u)

)
g(z) g(u) +g'(u)(x —u) +n(z)(r—u)

€s lim, = (u)=0, lim, = (u)=0. Emiatt és f{u)=g(u)=0 miatt

f@)  f'(w) +e(z)
g(z)  g'(u) +n(z)
Aminek a hatdréttéke, ha x tart u-hoz a kivant hanyados, amennyiben ellen?riziik, hogy g'(u) + nem lesz

nulla egy elég sz7k kornyzeteben. Ekkor ugyanis a hdnyadosnak nem lenne értelme. Nos, | | egy elég kis
kornyzetben a nulla Ig'(u)l/2 sugard kornyzetében lesz, igy ez a veszély nem fenyeget.
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