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Topologia

1. Igaz-e barmely végtelen sok zart halmazbdl all6 halmazrendszerre, hogy unioja nyilt?
2. Igaz-e barmely végtelen sok zart halmazbdl all6 halmazrendszerre, hogy unioja zart?
3. Miert zart a [-1;1] intervallum?

4. Van-e olyan halmaz, mely se nem zart se nem nyilt, ill. olyan, ami nyilt is €s zart is?

Mo.

1. Nem, ellenpélda: {[-1/n,1/n]ln N}, ugyanis U{[-1/n,1/n]ln N} = [-1;1], mely nem nyilt, ugyanis a -1
pontnak nincs olyan kornyezete, mely teljes egészében [-1 ;1]-ben lenne.

2. Nem, ellenpélda: {[-1+1/n,1-1/n]ln N}, ugyanis U{[-1+1/n,1-1/n]ln N} =(-1;1), ugyanis hax (-1;1),
akkor lesz olyan [-1+1/n,1-1/n] mely lefedi x-et. (-1;1) nem zart ugyanis komplementere: (- ,-1]JU[1; ) nem
nyilt, hisz az 1 nek nincs olyan kornyezet, mely teljes egészében a halmazban lenne.

3. Mert komplementere a (- ,-1)U(1; ) halmaz két nyilt halmaz uniéja, ami nyilt.

4. Igen, a [0;1) se nem nyilt, se nem zart (0 neki, 1 a komplementerének nem bels? pontja), és az iires és R
nyilt-zart, mert egymas komplementerei és az iires €s R nyflt.

Hatarérték teljes differencialhatosag

Hol totalisan diferencialhaté az

23 — g

flz,y) = 21y

(z,y) #(0,0),  f(0,0)=0

fliggvény?
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Mo.

Az origdn kiviil differencidlhat6akbol van osszetéve a differencidlhatés?got meg?rz? médokon.

f(x,0) =x, azaz f { :I

0=~ y, azaz. O (0,0) = _l
Ezért a Jacobi-martix: [1 -1]
i_'f;HT_ 1 -1 - T I T SR SO S S
Tty [ ]L‘r:| _ ﬁy%—.'lf—l—y= 4 £:+;2+y an —r+y:
Vf: 2+ -yg EW ym

—ayttyr® ry(—y+a
I:IQ + yzjl.'};'"‘z (_TQ + yQ)J;’IQ

Ez a fiiggvény az (x,0) pontokban azonosan 0, az (x,-x) pontokban nemnulla konstans, azaz nincs hatdrértéke
a (0,0)-ban.

Lokalis és tartomanyi széls?érték
Legyen
3 2
flz,y) = 2" + 62y + y~ + 15z
a) Hol és milyen lokalis sz&ls?értéke van?

b) Hol és mekkora az x=0, y=0, y=1-x hatdrolta tartomdnyon a tartomdnyi maximuma és minimuma?

Mo.

Vf(z,y) = [32° + 6y + 15, 6z + 2y
[3:52 +6y+ 15, 6x+2y]=[0, 0
[z° +2y +5, 3z+y|=1[0, 0

Innen y=-3x, x> — 6x + 5 = 0, azaz x=1; 5, y= rendre -3, -15.

Hesse-matrix:

)

Determinansa az (1;-3) és (5;-15) pontokban rendre

6 2

6 6
6 2

‘{ﬂ, ‘.m 6

>0

Mo. 2



Szerkeszt?:Mozo/A2_gyakorl6_feladatok_5

azaz az els? pontban nyeregpontja van, a masodikban (30>0, 60-36>0) minimuma.
b) Beliil nincs széls?értéke. A peremen: (x,0), ahol x [0,1], akkor x> + 15x, derivaltja: 2x* + 15, ennek nincs
nullhelye, azaz sz.m.n?: £(0,0)=0, f(1,0)=16. (0,y), ahol y [0,1], akkor y?, azaz sz.m.n? [0,1]-en: £(0,0)=0,
f(0,1)=1. Az (x,1-x) mentén, ahol x [0,1]:

fi,1 = x)=x3 + 6x(1 —x) + (1 — x)> + 15x deriviltja:

Ol =x)=3x2+6—-12x-2(1 —x) + 15=3x2 - 10x + 19=3(x-5/3)>-(25/3) + 19> 0, azaz

f(x,1-x) sz. m. n?.

Tehat £(0,0)=0 minimum, f(1,0)=16 maximum.

Konvergens sorok

Konvergensek-e az aldbbi sorok?

1 1
Z—bm[—)

n n

1

a)
ZTI sin
(;12
ZTI mb{ J
Mo.
1ol o1
: : ~ =sin(= . osin(=)
iblﬂ(l)mi 11m@=11m = =1>0
a) Igen, SiINT ~p T n n? ,és valéban: : nZ n azaz,

mivel }.1/n? konvergens ezért az 1nte11igens kritérium miatt az a) sor is divergens.

3 nsin(—)
11 811 —
b) < 2

N~ divergens, mert az el?z? megoldas eleje miatt, azt az alabbiakkal folytatva

|
7.8in sin
lim # = lim —2&— I: =1=0
n n?

azaz, mivel }_1/n divergens, ezért az intelligens kritérium miatt a b) sor is divergens.

c) A sziikséges kritérium alapjan, mivel

lim cos[ﬂjj =limn =00 +#0

azaz nem nulldhoz tartanak a tagok, ezért nem lehet c) konvergens, azaz c) divergens. (lim, cos=1-et
hasznaltuk fel a hatarérték kiszamitasakor.)

Integralhatdsag

a) Riemann-integrlhat6-e az

Mo. 3
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sinzr

fay) =22, x40
f(0,y)=0

fiiggvény az [0;1]x[0,1] kock4n?

b) Riemann-integralhat6-e az

1, 4yt —140
0, arz—l—yg—lzﬂ

. P22
fuggvény, azaz a H = {(l’ Y ) | 4y =1 ?é ﬂ} halmaz karakterisztikus fiiggvénye a
[-1;1]x[-1;1] kockan?

¢) Riemann-integrilhat6-e
. 2 2
Dir(z,y) - (" +y°)

fliggvény, az origd kozéppontd egység sugart korlapon [0;1]x[0,1] kockan? Itt Dir(x,y) 1, ha (x,y) mindkét
komponense raciondlis, és 0, ha valamelyik irracionalis? Hol differencialhat6 ez a fiiggvény?

Mo.

a) Megsziintethet? szakaddsa van az (0,y) pontok mentén, azaz nullmérték? halmazon és korlatos, tehéat
integralhato.

b) Korldtos és a kdrvonal mentén szakad, azaz nullmérték? halmazon, tehat integralhato.
c¢) raciondlisokra a z=x"2+y”2 forgasi paraboloid, mashol a O fiiggvény. Ez a korlapon az origé kivételével

szakad. Ezt a [-1;1]x[-1;1]-re a O fiiggvénnyel kiterjesztve nem nullmérték? sok helyen szakad, bar korlatos,
azaz nem Riemann-integralhatd. A fiiggvény csak az origéban folytonos, de ott (amugy) differencidlhat? is.

Integralas normaltartomanyon, polarkoordinatakkal és az integralas
sorrendjének felcserésével

Iranymenti és parcialis derivaltak

Integralhatésag
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