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Legyenek A és B halmazok. Ekkor A és B unidja:
AUB =g {z |z € AV2 € B}
azaz azon elemek halmaza, mely az A illetve a B koziil legaldbb az egyikben benne vannak;
A és B metszete:
ANB =4 {zx|z€ ANT € B}
azaz azon elemek halmaza, mely az A-ban is és a B-ben is benne vannak.

Két halmaz egyenl?, akkor és csak akkor, ha ugyanazok az elemeik. Formuldkban:

A=B & (Yz)((reA=2cB)AN(recA<=zeB))
A nyilak a kovetkeztetés irdnyat jelzik.
Igazoljuk a disztributiv szabalyt (egyik irdny)

AN(BUC)

(ANB)U(ANC)

Bizonyitds. 1) Vegyiink egy tetsz?leges x-et. Igazoljuk: "http://wiki.math.bme.huha x  baloldal, akkor x
jobboldal"http://wiki.math.bme.hu.

r€ AN (BUC)

rc A
re Bul

Esetszétvalasztas jon, mert innent?l nem tudjuk, x a B-ben vagy a C'-ben van
rEB

T € B ¢ €A (igaz dllitast barmihez
"http://wiki.math.bme.huhozzaéselhetiink "http://wiki.math.bme.hu: és be)
reANBEB
T € (ANB) 4oy TE€ (ANC) pgrmi
"http://wiki.math.bme.huhozzavagyolhat6"http://wiki.math.bme.hu egy igaz
kijelentéshez: vagy be)
rc(ANB)U(ANC)
reC
reC ¢ €A (jgaz allitist birmihez
"http://wiki.math.bme.huhozzaéselhetiink "http://wiki.math.bme.hu: és be)
re AncC
€ (ANC) oy T € (AN B) (hsrmi
"http://wiki.math.bme.huhozzavagyolhat6"http://wiki.math.bme.hu egy igaz
kijelentéshez: vagy be)
re(ANB)U(ANC)
re(ANB)U(ANC)

azaz mindkét esetben kijott a jobboldal.
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2) Visszafelé ugyanigy, csak felfelé.

A tagadas (negécid) kikiiszobolési szabalya az ugy nevezett kett?s tagadds torlésének szabdlya:

——A

(~k)

A bevezetési szabdlya pedig az Ugy nevezett redukcio ad abszurdum.

A A

(~be)  CC

Ezeknek a segitségével olyan fontos tételeket is levezethetiink, mint a De-Morgan azonossagok:

~(AV B)=-AA-B
~(AAB)=-AV -B

Ha H halmaz, akkor az A halmaznak a H-ra vonatkoz6 komplementere az

Alg =as {z € H |z ¢ A}

Ezzel a De-Morgan-azonossagok halmazokkal megfogalmazott valtozata a kdovetkez? alakban irhat6:

A fenti egyenl?ségek kozépiskoldbdl ismert reldcidval is kifejezhet?k. Azt mondjuk, hogy A része B-nek, ha
minden olyan esetben, amikor egy elem eleme A-nak, akkor B-nek is eleme, jelben:

ACBEH

Azaz az, hogy A = B az ugyanaz, mint hogy ACB és ADB is teljesiil.

AUBDANB
esetet.

Vegyiink egy elemet a jobboldalbdl és igazoljuk, hogy benne van a baloldalban. Tudjuk a metszet definiciéja
miatt, hogy ekkor

r¢ A

T % B
rc AV EB (indirekt feltevés), ezek utdn esetszétvalasztashoz kell folyamodnunk.
Mindkét esetben ellentmondésra jutunk:
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ha T € A akkora legfels?
hat € B , akkor a legfels? alatti egyenl?ség miatt jutunk ellentmonddsra, igy a

r¢ AV B

konkldziéra jutottunk.

Egy masik jellegzetes példa a részhalmaz relacival kapcsolatos. El?tte azonban fel kell idézniink a
kvantorokra vonatkozé De-Morgan-azonossagot. A "http://wiki.math.bme.hulétezik"http://wiki.math.bme.hu
sz6t (mely a "http://wiki.math.bme.huminden"http://wiki.math.bme.hu dudlisa) -tel jeloljiik:

—(Yz)A(z) = (Jx)-A(x)
—(dz)A(z) = (Vo) A(x)

A kijelentések vildgosak: ha nem minden dolog A, akkor van olyan dolog, ami nem A. Ha nem létezik A,
akkor minden dolog nem A tulajdonsagu.

Az iires halmaz minden halmaznak része.

Legyen A tetsz?leges halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy
hg A

Az ] cA formulékban igy néz ki:
(Yz)(z el =2 € A)

Egy ilyen tagaddsa az, hogy a kvantort 4tirjuk a dudlisdra és a tulajdonsdgot tagadjuk:
(dz)(zebAhx g A)

Ekkor azonban azt kaptuk, hogy 1étezik az iires halmaznak eleme, ami ellentmondas.

Legyenek A és B halmazok. Ekkor A minusz B vagy A kiilénbség B:
A\B=ys{z|z€ ANZ ¢ B}
azaz azon elemek halmaza, melyek az A-nak elemei, de a B-nek nem.

Nagyon hasznos azonossdg, hogy a kiilonbség 4tirhaté komplementer és metszet segitségével:
A\B=ANREB

ahol a komplementerképzés egy olyan halmazra vonatkoztatjuk, melyben minden széban forgé halmaz
részhalmazként benne van, példdul jelen esetben H = A U B alkalmas ilyen halmaz .

Tetsz?eges A, B és C halmazokra

A\(B\C)=(A\ B)U(ANC)

[rjuk fel a baloldalt és alakitsuk addig, mig ki nem jon a jobboldal:
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A\(B\C)=ANBNC =An(BUC)=(ANB)U(ANC) =
— (A\B)U(ANC)
Legyen H tetsz?leges halmaz. Ekkor a
{f:H— R} =4 R

halmazt, azaz a H-n értelmezett R-be képez? fiiggvények halmazait fiiggvénytérnek nevezziik. A fiiggvénytér
linedris tér a pontonként m?veletekkel, azaz a kovetkez?kkel:

f+g:-H—=R, z+— f(z)+g(x)

ha valds szam, akkor

AMf:H—=R, z+— Af(x)

Fiiggvénytér linedris alterét is fiiggvénytérnek nevezziik. Linedris altér egy linedris tér részhalmaza, ha a fenti
m?veletekre zart.

Az F fiiggvénytér B részhalmaza bazis, ha B-beli elemek linearis kombindcidjaval a tér 6sszes eleme
egyértelm?en el?4ll, azaz ha minden f  F-re 1éteznek egyértelm?en olyan |, ..., | szdmok, hogy

f= it SHht.+ fo

ahol f,, ..., f  B. B elemszdma a dimenzid.

Példak

RR

b
melynek elemeit koordinatarendszerben is tudjuk dbrazolni. Természetesen ez végtelen dimenzids.

2. Az intervallumon korlatos fiiggvények B(I) halmaza altere az el?z7nek.

3. A zart és korlatos intervallumon folytonos fiiggvények C[a,b] tere része az a B[a,b]-nek. Ugyanigy a
Riemann integralhaté fiiggvények is R[a,b] tere is.

4. Legyen H = {1,2,3}. Ekkor az {f:H — R} halmazt még tigy is meg lehet adni, hogy az elemeit egy
rendezett harmasba foglaljuk:

{(ll y L9, ;173_) | T1,To, T3 € R}
Ezt jeloljiik R3-nak. R? minden elemét meg lehet adni 3 el?re megadott elem linerdis kombinacidjaként:

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Ezek alkotjdk R3 sztenderd bazisat (rendes bazis). Altaldban R". Ebbeli figgvények
analiziséve fogunk foglalkozni.
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5. Legyen R a 2-szer 3-as matrixok tere. Ez szintén linedris tér az elemenkénti 6sszeaddssal és a skaldrral
szorzdssal. A bazisa 6 elem?.

6. {s:Z — R} a sorozatok (vagy a polinomok tere). Ez végtelen dimenzids és a baziselemek a
hatvanyfiiggvények.

Az N vektortéren értelmezett
[IlI: N — R
fliggvény norma N-en, ha
L vl 2 O mindenv N-re és v=0, ha llvll = 0.

2. minden szamraésv N-rel |- llvl=Il .vll
3w+ vl < Jull + vl

Ekkor N a Il.ll-val elldtva normadlt tér.
>0 sugaria N kozéppontd nyilt gdmb:

B.a) ={z e N

||z —a|| < =}

Példa. A f?példan, az R3-en, ez az euklideszi vektorhossz, azaz a Pithagorasz-tételb?] kiszdmithato

!
loll = ol = v/of + 1 + 13

Példa. Két 1ényeges R"-beli norma.

n 1.""P
oll, = (Z |u—|P)
p>0, akkor =1

2. ||l‘||max - n}‘l;’;lf{lL‘?l}

1.

Erdemes megnézni, hogy a gombok R2-ben hogy néznek ki. ILIl, esetén a gdmb egy cstcsara allitott négyzet
2 atéval. ILIl_, egy oldaldra allitott négyzet. Il.Il,pedig egy korlap.

max

Fiiggvénytéren a leggyakoribb norma a szuprémumnorma. Ha B(H,R) a H — R korl4tos fiiggvények tere,
akkor ennek akdrmilyen alterén norma az

[ fllsup = sup{[ ()|}
zeH

u bels? pontja H-nak, ha van olyan (gombi) kornyezete u-nak, mely teljes egészében H-beli. H nyilt halmaz,
ha minden pontja bels? pont. H zart, ha komplementere, azaz az

N\ H
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halmaz nyilt.

Tétel. Minden véges dimenziés normalt tér ekvivalens egymassal topologikus szempontbdl, azaz barmelyik
norma ugyanazokat a nyilt halmazokat hatdrozza meg.

Célszer? tehat a feladatokban vélasztani példaul azt a p-edik normat, mellyel a legkonnyebben lehet
szamolni.

Vildgos, hogy R nyilt halmaz, igy ennek komplementere, az iires halmaz zart. Am, az iires halmaz nyilt is,
hiszen minden pontja bels? pont. Ha ugyanis lenne olyan pontja, ami nem bels? pontja, akkor lenne
egyaltalan pontja, ami lehetetlen, 1évén az iires halmaz iires. fgy komplementere, azaz R" zart halmaz is.
Tanulsdg: vannak nyilt-zart halmazok (clopen in English) és vannak se nem nyilt, se nem zart halmazok,
példaul a [0,1) intervallum. Vagyis "http://wiki.math.bme.hua halmaz nem ajtd, ami vagy nyilt, vagy
zart"http://wiki.math.bme.hu!

Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt, akdrmennyi nyilt halmaz uniéja nyilt. A zartakra a dudlis 4llitds igaz:
véges sok zart halmaz uniéja zart, akdrhany zart halmaz metszete zart.

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok nyilt halmaz unidja nyilt!

2. Igazoljuk, hogy véges sok nyilt halmaz metszete nyilt!

3. Adjuk példat végtelen sok nyilt halmazra, amelyek metszete nem nyilt!
4. Adjuk példat végtelen sok zart halmazra, amelyek unidja nem zart!

Kompakt egy K halmaz, ha minden nyilt halmazrendszerb?l, melynek unidja lefedi K-t kivalaszthat6 véges
sok nyilt halmaz is, melyek véges uni6ja még mindig lefedi K-t.

Heine-Borel-tétel. Véges dimenzis normdlt térben korlatos és zart halmaz kompakt.

R véges dimenziészdma nagyon lényegesen hozzdjarul a fenti tételek fennallasihoz. Altalidban
(Haussdorf-térben) kompakt halmaz korlatos és zart. Am, van olyan végtelen dimenziés normalt tér, melyben

zért és korldtos halmaz nem kompakt. Legyen ugyanis ‘=< (R)
suprémum:

a korlatos sorozatok tere. A téren a norma a

|I5]loc = sup{|sn| | 2 € N}
Példa.

H:={s € (R)|||s]| < 1}
"http://wiki.math.bme.hugdmb"http://wiki.math.bme.hu zart, korlatos, de nem kompakt.
Ugyanis, Nyilvén korlatos, mert belefoglalhat6 a B,(0) kétség sugart 0 koriili gombbe. Zart is, ehhez nézziik
a komplementerét! Ha llsll> 1, az pontosan azt jelenti, hogy sup s >1, azaz létezik olyan >0, hogy minden
n-re Is(n)l > 1+ . Pozitiv s(n)-re vegyiik az s(n)>(s(n)+1+ )/2 > 1+ , negativ tagokra az
s(n)<(s(n)+(-1-epsilon))/2<-1- elemekb?] all6 ¢ sorozatot. Ez a komplementerben halad, mert sup I#l >
1+( /2).

De nem kompakt. Fedjiik le ugyanis a

H, = {s||s(k)| <2, ha k<n, sup,.,|s(k)| <1/2}
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halmazokkal! Ezek nyiltak, de véges sok nem fedi le H-t.

Hasonl6 furcsasagok jelentkeznek a p-edik hatvanyon szummalhaté sorozatok ‘» (R) terében is. Szamunkra
esetleg a véges sordsszeggel rendelkez? ‘1 (R) t¢r bir jelent?séggel.
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