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Hatarozott integral

Az egyviltozés analizis torténetileg kialakult két jellegzetes témakore koziil az egyik az érint?probléma
(Iényegében a differencidlelmélet) a mésik a teriiletszdmitds problémdja, vagy régies elnevezéssel a
kvadratira-feladat (ami lényegében az integralelmélet). Most a kvadratira, azaz a fiiggvénygorbe alatti
teriilet definiciéjat adjuk meg. Ehhez azonban néhény segédfogalmat kell megismerniink.

Az [a,b] korlatos és zart intervallum egy Riemann-felosztasin nem madst értiink mint egy olyan

kivalasztofiiggvényt, mely az [a,b]-t unidként el?4llit6, egymdsba nem nyulé intervallumokbdl 4116 halmaz
minden egyes eleméhez egy az adott elemben 1év? elemet rendel, azaz egy olyan

n:A{|zo, 1], [z2, 23], .oy [Tno1, Ta]} — [a, D]
fiiggvényt, melyre:

1. n olyan véges természetes szam, hogy x,=a <x, <x,<..<x, =bés

el

2. mindenJ Dom( ) esetén '7(

Az [a,b] 6sszes Riemann-felosztasai halmazat RF[a,b] jeloli. Azon Riemann-felbontdsok halmazat,
amelyekben az dsszes részintervallum hossza kisebb egy > 0 pozitiv szdmndl, azt RF [a,b] jeldli, azt a
halmazt az [a,b] 0sszes -nal finomabb Riemann-felosztasanak nevezziik.
Egy f, az [a,b]-n értelmezett fiiggvény egy Riemann-kozelit? osszegén a
n
og(n) = Z f([zi—q, i) - |25 — 2i-1])
i=1
ahol a fenti jelolésekkel az [a,b] egy Riemann-felosztdsa.

Ekkor mér definidlhatjuk az integralhatésagot:

Definicié. Legyen f:[a,b] — Regy zart és korlatos intervallumon értelmezett fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
Riemann-integralhaté és integrélja az I valés szdm, ha
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(Ve > 0)(30 > 0)(¥n € RFs[a,b])(|os(n) —I| <e)

Belathat6, hogy ha fintegralhatd, akkor I egyértelm? és ekkor ennek a szdimnak a jelolésére az

-

,vagy az @
szimb6lum szolgal.
Az [a,b] intervallumon Riemann-integralhat6 fiiggvények halmazat R[a,b] jeloli.

Az integrél lényegében a fiiggvénygorbe alatti teriilet. Integralhat6 fiiggvény esetén létezik ez a teriilet, azaz
a Riemann-felosztast egyre finomabbra véve, a Riemann-kozelit? 6sszeg minden el?re megadott legnagyobb
eltérésnél kozelebb keriil I-hez.

Vilagos, hogy ha egy fliggvény integralhat6, akkor minden részintervalluman is integralhat6 (hisz ekkor
azokat a felosztisokat kell venni, amik a részintervallumon beliil is felosztasok, és persze ezek szerint is
képezve a hatdratmenetet, 1étez? hatarértéket kapunk). Minthogy az integral egy szdm, integralhaté f esetén
értelmes ha definidljuk a kovetkez?, igy nevezett integralfiiggvényt (vagy a-ban elt?n? integralfiiggvényt):

/f; [a.,b]—.»R,.l'»—.*/If

Definicio6 szerinti példak

1. Példa. J6formén az egyetlen fiiggvény, aminek az integralhatésdgat a definici6 alapjan konnyen igazolni
tudjuk, az a konstans fiiggvény. Az f(x) = c esetén a kivalaszott pontok mindig c fiiggvényérték?ek, és az
Osszes kozelit? 6sszeg mindig

n n

og(n) = Z c-(x; — i) = CZ(I;, — ;1) = ¢(b—a) = const.

1=1 i=1
azaz

b

cdz = c(b—a)
/ |

a

Mar ezzel is azonban fel tudunk irni egy integralfiiggvényt: f:[a,b]— R, f c esetén:

(fe)(z) = / cdt = ex — ca
t

—a
2. Példa. Nem minden fiiggvény integralhatd.

2. a. Zarjuk le a reciprok fiiggvényt egy ponttal:

Hatérozott integral 2
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%, ha z € (0,1]
f:0,1] =R, z—
1854, ha x=0

(Riemann az 1854-es habiliticids dolgozataban definidlta és vizsgalta a most Riemann-integralhatdsdgnak
nevezett fogalmaz, mindazonéltal az integral els?, a szigorusdg kdvetelményének eleget tév? definicidjat
Cauchy adta (1821) az intuitivet pedig Leibniz.) Ez a fiiggvény nem integralhatd, mert akarmilyen fiom
intervallumfelosztas esetén, ha az els? intervallumot  hosszira valasztjuk, definidlhat6 egy  ([x,.x,]) <
érték, azaz f( ([x,.x,]) > 1/ 2, Ekkor viszont az els? téglalap teriilete 1/ lesz, ami \to O esetén a + -be
tart, azaz az Osszteriilet nem lesz véges.

2. b. Legyen f a Dirichlet-fiiggvény:

I, ha ze€Q
f:[0,1] =R, z+
0, ha zeR\Q

ahol Q a raciondlis szdmok halmaza, R / Q pedig nyilvan az irraciondlis. Ez a fiiggvény nem
Riemann-integralhatd, bar korlatos, mert akarmilyen finom intervallum-felbontés esetén van egy olyan
Riemann-kivalaszté fiiggvény, mely mindig raciondlis pontokat valaszt ki és ezaltal a kozelit? 6sszeg mindig
1 és olyan, mely mindig irraciondlist, azaz ezzel a kozelit? dsszeg 0. Mindig lesz tehat két olyan felbontas,
mely Osszegek kiilonbsége legalabb 1.

A Riemann-inergralhatosag sziikséges és elégséges feltétele

Bar a Riemann-integralhatésag altaldban konnyen kezelhet? fogalom, a kovetkez? tétel bizonyitdsdhoz
azonban az egyvéaltozds analizis szinte Osszes eszkozét be kell vetni. Nem csoda, hogy csak 1905-ben
fogalmazhatta meg Lebesgue, egy tdgabb perspektivabdl szemlélve a Riemann-integralt.

Tétel. Legyen f: [a,b] — R korlatos és zart intervallumon értelmezett fliggvény. f pontosan akkor
integralhato, ha korlatos, és szakadasi helyeinek halmaza Lebesgue-nullmérték? halmaz, azaz

f € Rla,b] & (f € Bla,b| A m(discon(f)) = 0)

Itt Lebesgue-nullmérték 7nek neveziink egy H R halmazt, ha minden > 0-hoz 1étezik olyan (I,)
intervallumsorozat, hogy ennek 0sszhossza < és lefedi H-t.

Biztos nem nullmérték? példaul egy nemelfajulé intervallum, mert annak a mértéke az intervallum nemnulla
hossza. De véges halmaz nullmérték?, mert lefedhet?, egy hatarértékben elt’n?
intervallumsorozat-rendszerrel. Beldthatd, hogy megszamlalhat6 pont nullmérték? halmazt alkot. Konkrétan,
konnyen beldthatd, hogy az 1/n pontjai nullmérték? halmazt alkotnak.

Vildgos, hogy a Dirichlet-fiiggvényes példa azért j6 ellenpélda, mert ez a fiiggvény [0,1]-en mindenhol
szakad, azaz discon(Dir)=[0,1], melynek a mértéke 1.

Példa. Felvet?dik a kérdés: van-e konitinuum sok helyen szakadd, Riemann-integralhaté fiiggvény. A vélasz
igenl?. A konstrukci6 e kdvetkez?. E1?szor definidljuk az ordog lépcs?je fliggvényt:

A [0,1] intervallumot osszuk 3 részre és vegyiik ki a bels? nyilt harmadot. Ezen a szakaszon legyen a
fliggvény értéke 1/2. Ismételjiik a megmaradt két zart intervallumra, és az érték legyen ott 1/4 ill. 3/4. A

Definici6 szerinti példak 3
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fennmaradt részeket is osszuk, majd a k6zEéps? harmad értéke mindig a két sz€ls? kdzepe legyen... Ha csak a
bels? harmadokat vessziik, akkor ami megmarad a halmazbdl, az az Ggy nevezett Cantor-halmaz. A
Cantor-halmaz kontinuum szamossagian végtelen, de Lebesgue-nullmérték? -- ezt a két dolgot persze nem
bizonyitjuk. A fiiggvény mindenhol folytonos, a m.m- derivélhat6 €s a derivéltja O (de nem intervallumon
értelmezett: Dom = [0,1]\C). Ha most vessziik a derivaltfiiggvényét és kiterjesztjiik a C pontjaiban ugy, hogy
ott 1 legyen az értéke, akkor ez egy kontinuum szdmossagu, de Lebesgue-nullmérték? halmazon szakado,
korltos fiiggvény, azaz integralhaté. Es az integralja 0. Ebb?1 is lathat6, hogy a fenti ekvivalenciatétel
csodélatosan oldja meg, hogy bar a Riemann-felosztds véges, kontinuum szdmossagu, L-0-m. résszel is el tud
banni.

A Riemann-integralhatésag néhany Kkritériuma
Részleteziink néhdany hasznos esetet a fenti tételb?l.

. f € Rla,b] = f € Bla,b|
csak korlatos fiiggvények R-intgralhatéak

2. f € Rla,b] <= f € Cla,b
(Cauchy) vilagos: ha folytonos, akkor nincs szakadasi pontja, €s korlatos a Weierstrass-tétel
miatt

3. f€Rla,b] <« f€Ma,b
monoton fiiggvény R-integralhaté (minden feltétel nélkiil), amiatt a nem emlitett tétel miatt,
hogy intervallumon értelmezett, monoton fiiggvénynek csak megszamlalhat6 szakadasi
pontja van, korlatos és zart intervallumon pedig egy ilyen fiiggvény korlétos.

Feladat. Integrilhat6ak-e az alabbi fiiggvények és ha igen, mi az integraljuk?

1.

|| sin(ﬁ%), ha z#0
f:[-L,1] =R, z+—
0, ha z=0

Igen, mert folytonos (illetve legfeljebb csak 1 ponton szakad, mikdzben korlatos). Ezen kiviil paratlan:
[-xIsin(1/-x) = -Ixlsin(1/x), emiatt az origéra szimmetrikus intervallumon az integralja:

1 1 1
5+T, ha mr<zr< %

f:0,1] =R, z—
0, ha z=0

Igen, mert monoton. Az integraljat elegend? egyetlen végteleniil finomodé felosztassorozathoz tartozé
kozelit? 6sszegsorozat hatarértékeként szamolni, hiszen ha ez nem konvergalna, akkor nem teljesiilne a
definiciéban megkovetelt hatarérték 1étezése. Az intervallumot 2™ részre osztjuk fel. Ekkor az 6sszeg:

A Riemann-inergralhatésag sziikséges és elégséges feltétele 4
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Ennek a hatarértéke a mértani sor dsszegképlete miatt:

1
1 1
flz)dz = -1+ — = -
1—3 3
0

3.
— L1 ha z#—4——-,0
1+sin( ) ? ‘ —Z42kn’
f:0,1] =R, z+—
2 = 1
0, ha z = = >0

Megszamldlhat6 sok szakaddsa van ugyan a fliggvénynek, de nem korldtosan a szakaddsok, igy a fiiggvény
nem integralhaté:

1

2 [ f@)ds

0
Az hatarozott integral néhany tulajdonsaga

A kovetkez?kben feltessziik, hogy az f és g a formuldkban szerepl? intervallumokat tartalmazé valamely
intervallumon Riemann-integralhato.

1. Intervallum szerinti additivitas:

if+jf=jf
i b .

2. Integrandus szerinti additivitas:

b b b
ff+fg=/f+g

3. Integrandus szerinti monotonitas.

<y = jfsig

4. Integrandus szerinti homogenitas:
b b

c-/f:/cf (ceR)

5. Abszolut becslés.

A Riemann-integralhatésag néhany kritériuma
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b b
[1<[ir

6. Trivialis also €s fels? becslés.

b
(inf /) (b—a) < [ [ < (sup f)- (b—a)

7. Eltolasinvariancia.

Az integralfiiggvény néhany tulajdonsaga
Az integrélfiiggvény viselkedését vizsgalva meglep? kovetkeztetésre juthatunk.

Példa. Vegyiik az aldbbi 1épcs?s fiiggvényt:

1, ha z€]0,1)

[1,2]

irjuk fel az integralfiiggvényét tudva-tudvan, hogy az nem mads mint a teriiletfiiggvény:

f:10,2] =R, z—
2, ha =z

m

-1, ha z€][0,1) x, ha =z
T(;l‘) = =
1+2(z—1), ha ze€[l,2 2r —1, ha z€[l,2]

m

0,1)

Abrizolva, azt kapjuk, hogy T képe egy torott vonal, folytonos és mindenhol, ahol nem torik, a derivaltja az
integrandus. T diff.-hat6 a [0,1)U(1,2] halmazon és

s ald
T" = flpyuas
Az integralfiiggvény differencialhatésagarol

Az integrandus folytonossagi helyein az integrélfiiggvény valéban differencidlhaté. Az alabbi tételt az
analizis els? alaptételének szokds nevezni.

Tétel. -- A kalkulus fundamentalis tétele I. -- Legyen f:[a,b] — R integrdlhat6. Ha f folytonos az u  [a,b]
pontban, akkor f differencidlhatd u-ban és

Bizonyitds. f folytonos u-ban, ezért tetsz?leges > O-ra létezik olyan >0, hogy fl;  , B (f(v)), azaz:

flu) —e <inf flg,w) < sup flesw) < flu) +¢

Az hatarozott integral néhany tulajdonsaga 6
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[rjuk fel a derivaltra a kiilsnbségi hanyadost! Legyen x,y olyan, hogy azu  sugarii kornyezetébe esik. Ekkor
az integral intervallum szerinti additivitdsa miatt:

fr=fr I
y—z B y—r

Ha most a trivialis alsé €s fels? becslést vessziik:

oy |
inff|[r.y:| : (y - I) < 2 < sup f||:1‘.y:| : (y - I)

flu)—e <inf fly = < ’
y—21x y—x y—

sup i) <
smivel tetsz?leges volt, ezért f(u) nem mds, mint az integralfiiggvény u-beli kiilonbségi hdnyadosdnak

hatarértéke (az x=u helyettesitéssel). QED

Lathat6, hogy a bizonyitdsban tobbet lattunk be. Egyfajta u koriili "http://wiki.math.bme.huegyenletes
differencidlhatésagot"http://wiki.math.bme.hu, az ugy nevezett er?s differencidlhatdsdgot. Ez azért lehet

fontos, mert ha az integrélfiiggény derivaltja nem nulla, akkor nem csak ?, de az inverze is

Lipschitz-folytonos, amib?] pedig az kdvetkezik, hogy mind az i.f. mind az inverze nullmérték? halmazt

nullmérték ?be képez.

Az integralfiiggvény Lipschitz-tulajdonsaga

Es persze az integrilfiiggvény "http://wiki.math.bme.hunagyon"http://wiki.math.bme.hu folytonos, egészen
pontosan Lipschitz-tuljadonsagi vagy mas névven Lipschitz-folytonos, azaz

létezik olyan L nemnegativ szdm, hogy minden x,y [a,b]-re
|[F(z) — F(y)| < Llz — y|

azaz létezik olyan L, hogy minden x,y [a,b]-re

jf—/rf < Lly—z|

Ugyanis a trividlis fels? becslésb?1:
) T Y y
[r=[11<|[1]< [11< 500111 ag - ly =2 < sup|f]- ly — 2l
a a T T
ahol L-nek alkalmas a sup Ifl szdm.

A Lipschitz-tulajdonsag és folytonossdg kapcsolatdrdl 14sd még [itt].

Példak

Az integralfiggvény differencialhatésagardl 7
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!
r

/sctdt. (z) =7

0

sinx

/ Vitedt| (z)=?
0

!

Vizsgaljuk meg ndvekedés szempontjabol az

! sin £
[0,4+0) = R, z — /bl%dt
0

szinusz integralisz fiiggvényt!
Primitivfiiggvények

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f:[a,b] — R fiiggvénynek primitiv fiiggvénye az F:[a,b] — R
differencialhat6 fiiggvény, ha F' = f.

Vilagos, hogy ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor akdrmilyen konstans C-vel F + C is primitiv fiiggvénye
f-nek, hisz (F + C)'= F' =f. Ennél tobb is igaz. Ha f-nek primitivfiiggvénye F, akkor f 6sszes
primitivfiiggvénye F + C alakd, ahol C tetsz?leges valds szadm. Ez az aldbbi fontos tétel kozvetlen
kovetkezménye:

Tétel. Ha az F:[a,b]— R differencidlhat6 fiiggvény olyan, hogy F' 0, akkor 1étezik olyan C valds szam,
hogy F C.

Bizonyitds. Egyszer?en a Lagrange-tételt kell alkalmazni F egy tetsz?leges [a,x]-re tortén? lesz?kitésére:

F(;l‘)‘ — F(a) _FE)=0
T —a
F(a) = F(x) (z € |a,b])
QED

Ha tehat egyaltalan van f-nek van primitiv fiiggvénye és F ilyen, akkor ezek halmaza:
(F+C|CeR)}
Taldn fellengz?sség, de a fenti tételt néha az integralszamitas alaptételének nevezik. Ennek egy kiterjesztett formdja azonban tényleg mélté erre a névre:

Tétel. Ha az F:[a,b] — R differencidlhat6 fiiggvény majdnem mindnehol differencidlhatd, ezekben a
pontokban a derivalt nulla és F Lipschitz-tulajdonsdgu, akkor F konstans.

Példak
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Az alabbi tétel szerint, amit szintén joggal neveznek a kalkulus fundamentélis tételének, ha egy integralhat6
fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor az integralfiiggvények és primitivfiiggvények halmaza
egybeesik, s?t:

Tétel. Newton--Leibniz-formula Legyen f:[a,b]— R integrilhat6 és létezzen primitiv fiiggvénye. Ekkor f
mindnen F primitiv fiiggvényére:

b
[ s@az = Fo) - F(@

Ez a kalkulus mésodik fundamentalis tétele. Erdemes alaposan megvizsgilni a feltételeit, mert tanulsagos
példékra lelhetiink.

e o e R

+ létezik primitiv fliggvénye + Dir
+ +
+ +
+ KKK AR AR A AR KR A AR AR A A AR A AR AR A A A KA AR AR A A AR A AR AR AR AR A AR AR AR XKk
+ g' * h' + R-integralhato *
+ * + *
+ R E XA AL LS AR + *
+ * # folytonos # + *
+ x4 # + *
+ X HEHHF AR + Ent | (o,2] *
+ * + *
+ * + *
A Al et e o S L e *
* *
* *
* *
Ak hkhkhkhkhkhkhkhhkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhhhhhhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhhhhdxxx

A Dir Dirichlet-fiiggvények nem létezik primitivfiiggvénye, mert ha lenne olyan fiiggvény, aminek ? a
derivaltja lenne, akkor ?, mint derivéltfiiggvény nem lenne Darboux-tulajdonsigu: két fiiggvényértéke kozott
nem mindent venne fel. Azt is megnéztiik, hogy R-integralja sincs. (Bar Lebesgue-integralja 0.)

Az Ent egészrész fiiggvény integralhato (egy korlatos és zart intervallumon), mert monoton, de nincs primitiv
fiiggvénye, mert derivalt nem ugorhat.

Legyen g : [-1,1] — R akovetkez?:

z®sin| — | ha z#0
0 ha =0

Ekkor g differencidlhaté, igy g'-nek g primitivfiiggvénye, de tudjuk, hogy g'-nek nem korlatos mésodfaji
szakaddsa van a 0-ban, igy g' nem lehet integralhat6.

Végiil nézziink példat olyan fiiggvényre, mely nem folytonos, de értelmes rd a N--L-formula. Legyen h:
[-1,1] — R akovetkez?:

Primitivflggvények 9
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z?sin | —] ha z#0
0 ha z=0

Ekkor g differencidlhaté, igy g'-nek g primitivfiiggvénye, és tudjuk, hogy g' korlatos és csak a 0-ban van
egyetlen szakadésa, igy g' integrdlhato.

Megjegyeziik, hogy a gorbe alatti teriiletet nem véges dsszegekkel, hanem végtelen sorral kozelit?

Lebesgue-integrél olyan altaldnos, hogy ilyen vagy még 4ltaldnosabban definidlt értelemben nem integrilhat6
fiiggvényt keresni mar komoly matematikai/halmazelméleti kihivést jelent.

Newton?Leibniz-tétel. Legyen f R[a,b] és létezzen f-nek primitiv fiiggvénye éspedig az F. Ekkor

b
[ £=F®) - F@

Bizonyitds. Elegend? beldtni, hogy ha A-val jeloljiik az integral értékét, akkor A minden szdmnal kdzelebb
van az F(b)-F(a) értékhez. Legyen >0. Az integralhat6sag definicidjabdl tudjuk, hogy az  szdmhoz létezik
olyan >0, hogy minden RF [a,b] felosztésra teljesiil, hogy

A= > fm)I|| <=

I=Domi(n)
Tekintsiink egy -ndl finomabb intervallumfelbontést:

{la.x,].....[x, _ D]}

fiiggvényt! Ekkor a részintervallumokra felirhat6 a Lagrange-tétel és minden részintervallumra létezik olyan
n([xi—1, zi]) € [zioq, zi]
szam, hogy az alabbi teleszkopikus 6sszeg el?4ll integralkozelit? 6sszeg alakjaban:
F(b)—F(a) = (F(b)—F(z,_4 )}+(F(.Tﬂ_j_)—F[I?]_QJJ+(F(RT?];Q)—F(ET?1_3]|+...-|—|:F|:I
= Fl(’](:[l?n—la In]))(:In_l'n—l)‘f---+F/(77([Ila zo| ) (21 —20) = Z F([zi—q, 2] )(2i—z5
=1

De az
[Zi-1, Zi] = n([zi1, z:])

fliggvény egy -ndl finomabb Riemann-kozelit?6sszeg (hiszen a intervallumokat -ndl révidebbre
valasztottuk), igy ennek eltérése az integralt6l kisebb mint

|A—(F(b) — F(a))| = |A - Zf("l(lil'i—l,;l?il)(l’zﬁ —ri )| <e
i=1

Primitivfiggvények 10
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azaz igazoltuk a N?L-formulat.

Az abran van egy kiilonlegesen fontos eset. Amikor az integrandus folytonos, akkor a fiiggvénynek biztosan
1étezik primitivfiiggvénye. Ez annak a tételnek a dudlisa, hogy folytonos fiiggvény integralhat6.

Tétel. f Cl[a,b], akkor f-nek (biztosan) 1étezik primitivfiggvénye.

Ugyanis ekkor az integralfiiggvény minden pontban differencialhato, azaz az integralfiiggény
primitivfiiggvénye f-nek.

Jelolés. Ha f folytonos, akkor indokolt a primitiv fiiggvények 6sszességét a
/ flz)dx + C

alakban irni, ahol C tetsz?leges szdm.

Megjegyzés. Ha tehat az a kérdés, hogy melyek a primitiv fiiggvényei f-nek, akkor a vélasz a fenti kifejezés,
ahol a hatarozatlan integralt szimbolizal6 tag dltaldban egy konkrét fiiggvény.
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