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Cauchy-féle gyokkritérium
Tétel. Legyen (a,) valés szdmsorozat, }.(a ) pedig a bel?le képezett sor. Ekkor

® ha limsup Y/ |an|<1 , akkor Y (a ) abszoldt konvergens

® ha limsup i/ lan|>1 . akkor Z(aﬂ) divergens
n

Bizonyitas
1. Legyen
"y
Ch = \/ a‘nl

Ekkor s = limsup(c,) a lismesz szuperrior fogalmanak deifici6ja szerint az la"| sorozat elemeinek n-edik
gyokeinek (c,) sorozatdnak legnagyobb s?r?sddési pontja. S?r?sddési pont, azaz s minden kdrnyezet€ben van
a (c,) sorozatnak végtelen sok eleme, €s a legnagyobb, mert nincs nala nagyobb s?r?sddési helye (c_)-nek.

s < 1 miatt vehetiink egy g szdmot ugy, hogy

s<g<l

Ekkor s "http://wiki.math.bme.hulimsupsaga"http://wiki.math.bme.hu miatt egy adott M természetes szamot
kovet? minden n-re:

Cﬂ <q

hiszen ha lenne végtelen sok elem, melyre ez nem telhesiilne, akkor lenne s nél nagyobb s?r?s6dési pont is.
Tehat

il

V ’a,,l <q
azaz
n

lan| < q

De a (q") mértani sorozatbdl képezett sor konvergens (hisz Iql<1), igy a majorans kritérium miatt a

Z |a,|

sor is konvergens (merthogy a szébanforgé mértani sor majorélja). Eszerint }.(a, ) abszolit konvergens.

2. A mésik esetben, minthogy s = limsup(c_), van olyan részsorozata (c,)-nek melynek minden eleme 1-nél
nagyobb egyenl?:

Cry = 1
ekkor viszont

ny |/ -

{lan.| = 1
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|(L,, . | > 1

de a sziikséges kritérium miatt ha (a,) (€s vele egyiitt az 0sszes részsorozata) nem a 0-hoz tart, akkor Z(an)
nem konvergens, mérpedig a fenti olyan részsorozata (a,)-nek, mely nem tarthat a 0-hoz, igy }.(a,) nem
konvergens.

Megjegyzések. A bizonyitdsbol kideriil, hogy a tétel allitdsanak masodik pontjanal tobbet is dllithatunk. Ha
ugyanis van olyan részsorozata (c,)-nek melynek minden eleme 1-nél nagyobb egyenl?, mér akkor is
allithatjuk, hogy }.(a ) nem konvergens. Am az nem igaz, hogy ha limsup(c,) = 1, akkor }(a,) nem
konvergens, ellenpélda az

1 -
2(:2)
sor. Ez konverges, holott az n-edik gyokok sorozatdnak limesz szuperiorja 1.

Az ¢l?bb emlitett dltalanos divergencia kritériumon til azonban csak azt mondhatjuk, hogy ha limsup(c,) = 1,
akkor tovabbi vizsgalatokat kell végezniink, hogy dontésre juthassunk a konvergencia/divergencia
kérdésében.
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