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Definici6 ? Egyenletesen folytonosnak mondunk egy f: H — R fiiggvényta H R halmazon, ha:
Ye>0 J6>0 Ye,ye H |z—y|<do=|flz)— fly)|<e

Tétel ? Heine-tétel ? Korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.

Bizonyitds. A Heine?Borel-tételt fogjuk haszndlni. Legyen f: [a,b] — R korlatos és zart intervallumon

értelmezett folytonos fiiggvény. Megadunk [a,b]-nek egy nyilt lefedését. Legyen > 0. Ekkor a pontbeli
folytonosség definicidja szerint minden egyes u  [a,b] ponthoz létezik olyan | > 0 pozitiv szdm, hogy:

f(Bs,(w)) C Bz (f(u))
azaz minden x-re, halx -ul<  akkor | f(x)-f(u) I < /2. Legyen tehat :

H = {Bs (u) | u € [a,b]}

egy nyilt lefedése [a,b]-nek. A Heine?Borel-tétel szerint 1étezik véges eleme is, melyek még mindig lefedik
[a,b]-t, azaz van V  [a,b] véges ponthalmaz, hogy

K ={Bus(u)|uecV}

A véges sok /2 koziil valasszuk a minimdlisat:

0
)= min{‘—;‘ |lue V}

Minden x,y H-ra, ha Ix-yl < , akkor egyfel?]l az x benne van egy u  V kézépponti K-beli intervalumban,
masrészt:

- Ju ‘u du o
y—ul<ly—zl+le—u <o+ 5 <o+ 5 =0
Ezért a folytonossag miatt:
(@) = f@I < 1f(2) = F@)+1f(w) = fy)l <5+ 5 ==

QED

Egyenletes folytonossdgra bizonyos esetekben kovetkeztethetiink nem csak zdrt és korldtos esetben is.
Korlétos derivalt

Ha az fintervallumon értelmezett differencidlhaté fiiggvény korlatos derivélttal rendelkezik, akkor a

Lagrange-féle kozépértéktétel miatt f egyenletesen folytonos az értelmezési tartomédnyédn. Ugyanis legyen K
olyan pozitiv szdm, hogy minden x = Dom(f)-re:

[f(x) <K

Ha >0¢&s := /K, akkor minden x,y Dom(f)-re, ha Ix-yl < ,létezik az x és az y kozott, hogy azzal:
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[f(@) = f@) =] |lr—y|<K-d=¢

egyenletesen folytonos az [1,+ ) halmazon.

Ugyanis, itt korlatos a derivéltja:

() -3
)  x2

Ezérthax [1,+ ), akkor

1 1 _
FFZPSI

Folytonosan kiterjeszthet? fiiggvény
Ha I korldtos, nyilt intervallum és az f I-n folytonos fiiggvénynek 1étezik véges hatarértéke az I
végpontjaiban, akkor vildgos, hogy az I lezartja mar korl4tos és zart és az f folytonos kiterjesztésére
alkalmazhat6 a Heine tétele, amib?l kovetkezik, hogy f is fliggvény egyenletesen folytonos (hiszen ugyanaz a
delta j6 lesz az f-hez is, mint a kiterjesztéséhez).
Példa. A (0,1)-en értelmezett

flz) =Vz
egyenletesen folytonos a (0,1) intervallumon.

Ugyanis, f folytonosan kiterjed a [0,1] zartra.

Ennél a példandl a korlatos derivaltra nem is hivatkozthattunk volna, mert

nem is korlatos (0,1)-en.

Megjegyezziik, hogy ez az allitas akkor is érvényben marad, ha azt tessziik fel, hogy I akdrmilyen
intervallum, f folytonos és az értelmezési tartomdnya hatdrpontjaiban létezik és véges a hatarértéke.

Tovabba bizonyos értelemben ennek az allitdsnak a megforditasa is igaz. Tétel Ha f egyenletesen folytonos,
akkor egyenletesen folytonosan kiterjeszthet? az I lezartjara. Ez folytonossagra nem igaz, mondjunk
ellenpéldat!
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