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Inverzfiiggvénytétel R-re

Inverzfiiggvény derivaltja. Ha az f invertédlhat6 fiiggvény differencidlhaté u-ban, f-! folytonos u-ban és f'(u)
# 0, akkor az inverz is differencialhat6 u-ban és

B
[

Megjegyzés. A tételi dllitasban az inverz folytonosségi feltétele csak olyan esetben jelent megszoritést,
amikor a fiiggvény nem intervallumon értelmezett szigordan monoton fiiggvény. Példa olyan invertalhatd
fiiggvényre, melynek derivaltja nem nulla egy adott pontban, de inverze a képpontban nem folytonos:

Dom f =R\ {i}
") nez+
- he 2 7+
f@) = {7 IEE

, ha z=neZt
fekkor a O-ban derivalhat6 és f'(0)=1, invertalhat6, mert R\ (1/Z*) \ Z*-n az identitas és az Z*-n pedig az
1/id, mely értékei vétetnek fel az R \ (1/Z*)- halmaz képeiként. Viszont igy f! nem korldtos 0-ban, azaz nem
folytonos, igy nem is differencialhat6.

(fh(f(w)

~

B =

Allitds. Intervallumon értelmezett szigortian monoton fiiggvény inverze folytonos (tehét ez esetben még
akkor is folytonos az inverz, ha a fiiggvénynek maganak ugrdsa van).

Erre a meglep? eredményre egy illusztralé példat adunk.

Példa. Folytonosan invertdlhaté-e az alabbi fiiggvény? Indokoljuk a fenti tétel nélkiil!

—22—1, ha 2<0
flx) = 0, ha =z =0
22 +1, ha >0

Megoldds. Persze, hisz a negativokon invertilhat6 és csak negativ értéket vesz fel. A pozitivokon szintén és
szintén csak pozitiv értékeket vesz fel. A 0-beli érték az el?z? képhalmazokon kiviil esik (a 0). Az inverz:

Domf_l = (—o0,—1) U {0} U (1, +o0)

—v/—y—1, ha y<-1
) = 0, ha y=0
y—1, ha gy>1

Ez a fiiggvény mindeniitt folytonos, mert a gyok az, és a 0-ban izol4lt pontja van, ahol a fiiggvények
trividlisan folytonosak.

Tétel -- Globdlis inverzfiiggvény-tétel -- Ha f: I — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté és f' sehol se
nulla, akkor

1. finvertalhat6
2. finverze folytonos (f homeomorfizmus)
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3. finverze derivalhat6 (f diffeomorfizmus)
4. minden x I-re

1
f'(z)

Megjegyzés. Részletesebb indoklds azt is kimutatja, hogy a derivélt folytonossdga nem sziikséges (bar nem
art :).

(f7)(f(2)) =

Bizonyitds. 1) A derivalt mindenhol azonos el?jel?, ellenkez? esetben lenne két hely, ahol kiilonb6z?, de a
Darboux-tétel miatt akkor lenne zérushelye is a derivaltnak, ami ellentmond a feltételeknek. Tehat f
szigordan monoton, igy invertdlhato.

2) Minden @ I pontban a derivélt nem nulla és folytonos, igy 1étezik olyan kornyezete, melyben a derivalt
mindenhol egy L pozitiv szdmal nagyobb. Ezért a Lagrange-tétel miatt a kdrnyzet barmely két x,, x, pontjéra:

flz1) — fz2)

Ty — Iy

0<L<fi(§)=

Emiatt az x=f"!(y) attéréssel:

I — T9

L<|

— ) — ) |

azaz
1 L »
Tlv =l 2 17 () = 7 (w)u

azaz az inverz lipschitzes a kdrnyezetben, azaz a pontban folytonos. 3) 4) ezt egyszerre igazoljuk. Az u-beli
diffhat6sdg miatt:

ﬂ) fu) = f'(u)(z —u) + () (z — u) A
) fw) = (f'(w) +e@)(z —u)  (@=f (y), u=f"(v)
VT +e(f NS w—fll)
O[ y»w—lwar(w—f*uo

w—1%+( : :
f'(u) frla) +(f~ (@)  f(w)

Itt az
() = 1 1
M =P+ e(f )

filggvény akkor lesz folytonos és v-ben elt?n?, ha maga f*! is folytonos v-ben.
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Példa. Igazoljuk, hogy létezik a sin inverze a [- /2, /2]-n és az inverz folytonos a [-1,1]-en (ez az arcsin)
ezen kiviil az inverz derivalhat6 a bels? pontokban!

Ugyanis. [- /2, /2]-n a sin szigordan monoton n? és inverz képe [-1,1]. Emiatt ez folytonos is és az
inverzfiiggvény-tétel miatt a nyilton differencidlhaté, ugyanis

= >0, ha —-

1 1 T
sin'(z)  cos(z) 2

az inverze:

F (W) = (Y (f(z) = _ ' _

Implicitfiiggvény-tétel -- Haa :IxJ — R folytonosan differencidlhato fiiggvény az (x,,y,) int(IxJ)
pontban teljesiti a d /dy = 0 feltételt, akkor a (x,,y,) pont egy kornyezetében egyértelm?en létezik az

(X,y)= (x4.y,) egyenletnek az (x,,y,) ponton athaladé implicit fliggvénye, azaz az x, egy K I kdrnyezetében
értelmezett, J-beli érték? y derivalhatd fiiggvény, melyre minden x K esetén:

®(x,y(z)) = P(x0, %0) y(zo) = Yo
és ennek derivaltja minden x  K-ban:

oz

y’(:l") =7 Tom

% |(zy(z))

+ el?addsjegyzet
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