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Implicit mo.:

MO. y 0 konstans mo. y=ux helyettesitéssel:
2 2.2
sz(ti.’:r +u) =ur” +uxw
ahonnan intervallumon értelmezett megoldas esetén:

9
wrtu=u-+u

Implicit mo.:

—T = 'lelC|.T| ; (C = IHC:‘ és y=0

Explicit mo.:

—

Inec|lz

és y=0.
2 2
3.0y =22y t+y
MO. y 0 konstans mo. y=ux helyettesitéssel:

’ c 2
ur+u=2u+u
! 2
ur=1u-+tu

f du /1

—_— = —dr

w(u+ 1) T

/i— ! _dti-=/£d;l.‘
u w4+l T

Fokszamban homogén egyenletek
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In|u| —Infu+ 1| =Injz[4+C (C € R)

In

u_ | ‘
uu-|—1 = Incfe] (er=InC)

ut1 T (ceR)

’

Implicit mo.:

y = c(xy + z?) (ec R)

Explicit mo.:

B cz?
y= 1 +cx.(c€R)

Kezdetiérték feladat

1LY =€ 4120
MO.

; e

y=?

/eydy= /Emdz

Implicit alt. mo.:

Ey=€m+C;(CER)

™

Explicit altalanos mo.:
y = In(e” + C)
Behelyettesitve az implicit alt. mo-ba:

E_Lzll—i—C‘
C=--1

=

A kezdeti feltételt kielégit? mo.:

2. Y p0)=-1)

Kezdetiérték feladat
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MO.

/yﬁ dy = f?:ﬂemz dx

Implicit alt. mo.:

T _ O

Explicit altalanos mo.:
y = iﬁx"ﬁemz +6C. CeR,

Behelyettesitve az implicit alt. mo-ba:

A kezdeti feltételt kielégit? mo.:
B0 2
y=—y6et” =5
Egzaktra visszavezethet?

Pz,y) +Qz,y)y =0, ?=yeCH(IJ)
(Pdz -+ Qdy = 0)

Oy P — 9.0
p(z) = e Rlz)dz R(z) = L—=%

5,P — 0.C
ply) = J50% - S(y) = 2 &
vaja 7 = F € C'(I x JR)

O F = puP
ayF = pQ)

1 2 !
lg—By = TYY

MO.:

Egzaktra visszavezethet?

P,Q < C'(IxJR)



Szerkeszt?:Mozo/A3_gyakorlé_feladatok 5.

1 2
|[:E—4 —3y")dr —zydy =0
1 [

9y(— = 3y") — Ou(~2y) = —6y +y = 5y
—5 D

Rlz)=—2 -2
—ry T

,‘J[I) _ E.‘J[ %dm _ Eﬁln|.1:| _ |.'L'|5

Tehat x> alkalmas integral6 szorzo.
T — 33:53;2 — J:E"yy’ =0
Innen az

(0zF,8,F) = (z — 32°%, —2%y)

egy megolddsit megkeresve:

1 . 1 .
F = 53«"2 - 53«"&'#2 + Ci(y)

1 .
F = —31-'&3’2 + Cy(x)

ahonnan:

Es az implicit altaldnos megoldés:

2’ —2%’ = C,(C R,

(Az explicit pedig:
[
lz2 4+ C
y e :I: III -
Vo ozs

, 1+ (z—e )y =0

MO.:
ldr + (z—e ¥)dy =0
Oyl —Op(x—e¥) = -1
S(y) =-1

ply) = eI — et

integral6 szorzo.

Egzaktra visszavezethet?
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e’dr + (ze? — 1)dy =0
(OzF,0,F) = (¥, ze” — 1)

egy megolddsat megkeresve:

F =z’ + C(y)
F =wxe' —y + Cyx)

ahonnan:

Flz,y) — ze’ — y
Es az implicit 4ltaldnos megoldds:

re! —y=C..CeR,
Linearis argumentumu egyenlet
LY = (4 —y)°
MO. u=4x-y; u'=4-y’

4—u =’

) 2 / ‘
d—u =u ; konstans megoldasok: H# = +2

du L dar
4—u? v (ha U 7 £2
du ’ _
_f (u—2)(u+2) f e

1 1
—f S — duzfldr
u—2 u+2

1 1
—1]n|u—2|—|—1]n|u—|—2|=:r—|—f*

Implicit dltalanos megoldas:

4

dr —y — 2

-l;r—y—i—?‘_eﬁc_
=dr 42

és az szepardldssal ki nem hozhat6 két megoldds: Y

2 Y = cos’(z +y) — 1

MO. u=x+y; u'=1+y’

u —1=cos (u) — 1
U — 1 =cos (uj ~ *; konstans megoldasok:

Linearis argumentumu egyenlet
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T
/coa? /1(11: H%E-I_kﬁ)

tg(u) =z 4+ C

Implicit altalanos mo.:

- . —_ y = —TI _|_ -
tglz + y] =z+C és a szeparaldssal ki nem hozhaté megoldédsok:

2| =
+
)

Fiiggvényegyiitthatos linearis egyenlet

v+ flz)y=glz) ?=yeCYI) fgeC)

, 3 1

Yy ——U=——F7+~
T cos? (%)
1. =

MO. 1.) Homogén. y 0 mo.

/ldy=f§d2?=
Y T

In|y|=3In|z| +C
y = cx’

II.) Az inhomogén partikuléris megolddast
y = c(z)x®
alakban keressiik.
y' = 'z’ + 32

Behelyettesités utan:
3 . 2 2
c'z® + 3ex® — 3ex” =

—1-2 1

3 :
2 17 cos? (%

-1 (1
2 & T2

igy az dltaldnos mo.:

!
- =

Flggvényegyltthatés linearis egyenlet
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. -1 . 1
3 3
Y =cx —r'tg | —
Y + 2 g(mg)

» ¥+ (In2®)y =Inzx

MO. 1.) Homogén. y 0 (x>0) mo.

/—dy—/ —3Inzdr

Inly|=-3z+zlnz)+ C

—d(zt+xlnzx)
Iy = ce

II.) Az inhomogén partikularis megoladast

—3d(z+xInzx)

y=c(r)e

alakban keressiik. Behelyettesités utan:

—_ . . — 1 - _J 1 q J
e 34z Inz) + ce 3lz+z 11:1,]!(_3 Ill.fr_.”':l 4 oce (z+zlnz) In

CF _ -EJ{:::-i—::l:ln.rJ ]ﬂ.’E

1 3[4z inz)
C = .?)E

igy az altalanos mo.:

y = CE—;}{:::+::|:1n z) + §

Laplace-transzformaciéval megoldhaté feladatok

LLf() + 9(t)} = L{f(0)} + L{g(t)}
L{af(t)} = al{f(t)}

) SF(SJ — f(0)
f(t) o s7F(s) — sf'(0) — f(0)

F(s) = LLf()}

Laplace-transzformaciéval megoldhat6 feladatok

=Inzx
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n!
fl:f:l = fﬂ i F(EJ - S'i"!+]. :
fl(t) =sin(wt) _, F(s) = 2 1 w2
f(t) = cos(wt) _, F(s) = 2 1+ 2

1. x(0)=1; y(0)=-1 kezdeti feltétellel oldja meg az

T =3z + 4y
y = 4dx + Sy
egyenletrendszert!

MO.

sX —1=3X+4+4Y
sY +1=4X +3Y

Ebb?1 kell kifejezni X-et és Y-t. Egyszer? a megoldas, ha észrevessziik, hogy ezeket 6sszeadva:

S(X1Y)=T7X+Y)
(s—T)X+Y)=0
ami minden s-re csak akkor teljesiil, ha X=-Y. (De egyenletrendezéssel is megy, ha az egyik egyenletb?] az

s-sel meg nem szorzott valtozot kifejezziik és a masodikbe helyettesitjiik, pl. az els?b?1 az Y-t kifejezziik.)
Innen pl. az els? egyenletb?l:

s —1=-X
(s + 1)X =1
_ 1

A s+ 1

Ezt visszatranszformalva:

2. y(0)=0; y'(0)=0 kezdeti feltétellel oldja meg az
-y" + 9y ==z

egyenletet!

Laplace-transzformaciéval megoldhat6 feladatok
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MO.
1
7Y 40y = =
51,
2 -
- 1
- s52(s2+9)
1 1
y=%2_-_2¢
}fzi_i 3
2 275249

Innen visszatranszformalva:

— 57— 5= sin(3a)
Yy = g — 57 sin(3e

Probafiiggvény moédszerrel megoldhaté egyenletek

Homogén egyenlet megoldésa:

" ’ 2
Yy t+ay + by =0= A +rA+s=0 (karakterlsztlkus polinom)
A1, 2 = = A ?é A2 € R akkor Y = Cle + CQE (bels? rezonancia)
Aig = A akkoryH—ClE’ —|—ng€ 1
Mg =atii akkor Yu = C1€%% cos fz + Cpe™ sin Sz

Inhomogén partikuléris alakja rezonancidk nélkiil, spéci esetekben:

Y +ay +by = fz) ¢

flx) T:ﬂ 8 akkor Y = Ar + B

flz) = 52° — AT+ 2 por YP = Az* + Bz + C
flz) =8

() =7

T axT
€ akkor YP — Ae

in(bx) guor ¥yp = Acos(bz) + Bsin(bz)
Altalanos (exp., trig., pol.) esetben pedig ha

f(z) = €™ (p(z) cos(bz) + q(x) sin(bz))
akkor

yp = e (P(z) cos(bx) + Q(z) sin(bx))

Probafliggvény modszerrel megoldhatd egyenletek

10
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ahol @ = ib a karakterisztikus polinomnak m-szeres gyoke és deg{P}=deg{Q}=max{deg P, deg Q}
polinomok (igy értve, hogy deg O=- ). Tehat ha m>0, akkor kiils? rezonancia van.

1. Adja meg az
i’
Yy +9%y==r
egyenlet dltalanos megoldasat!
wvo. ya = Cicos(3x) + Cysin(3z) . mert Mo ayokei @ £ 51 = +£3i
flz)=z - yp=Az+ B

Ezt behelyettesitve az egyenletbe:

9 Axr+ B) ==
A 1 C (3)+C"(‘3}+1
= — = L COs[aT +a 811 ST -
Tehét D¢ B = 0, igy az 4ltalanos megoldds: v ' ’ 9,

2. (Rezonancias feladatok)
" .
o Y + 9y = sin(3z)

Alg = 31

2
Mo. vdzlat. A +9= D, azaz . Innen

V(%) = C,cos(3x) + C,sin(3x)
Mivel
f(x) = sin(3z)

ezért a + bi = 3i egyszeres megolddsa a karakterisztikus egyenletnek, m=1 és az dltaldnos P(x), Q(x)
polinomok konstansok: A,B, igy az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa az

Yp(x) = Ax cos(3z) + Brsin(3x)
alakban keresend?.
b — 4y +dy = ¥
Mo. vazlat. A° — 4X + 4 =0 470, M2 = 2 ypen
yulr) = Cle®  Coxe™

Mivel

Prébafliggvény modszerrel megoldhatd egyenletek

11
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ezért a = 2 kétszeres megolddsa a karakterisztikus egyenletnek, és ezért m=2 az altalanos P(x), Q(x)
polinomok koziil csak P(x) marad, mert b=0 1évén Q(x) kiesik, de P(x)=A dllandd, igy az inhomogén
egyenlet egy partikuldris megolddsa az

p(x) — Aate

alakban keresend?.

Y =3y + 2y = xe”

Mo. vizlat. A> — BA + 2 = 0 a7, M2 = L; 2 Tnnen
yr(r) = C1e° + Cpe™

Mivel

ezért a = 1 egyszeres megoldésa a karakterisztikus egyenletnek, és ezért m=1 az dltaldanos P(x), Q(x)
polinomok koziil csak P(x) marad, mert b=0 1évén Q(x) kiesik (sin(0)=0), de P(x)=Ax+B els?fokd, mert
p(x)=x (hiszen cos(0)=1 és ez megmaradt), igy az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa az

Yp(z) = x(Ax + B)e®
alakban keresend?.
Komplex fiiggvénytan

Folytonossag, hatarérték

1. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi fiiggvény folytonos-e?

22 —iz432 - G
f(z) = 22—4-1_ 2 # 2
: z==x2

e |

Mo. A T2i pontokon kiviil a fliggvény foljy_tonos fuggvények felhaszndlasaval van definidlva a

folytonossdgot meg?rz? médokon, ezért =<% -n kiviil folytonos. z = 2i-ben a fiiggvény 0/0 alakd, ami
hatdrozatlan alak, de alakalmazhat6 a L'Hospital szabdly:

tehat a hatarérték 1étezik és a helyettesitési értékkel egyenl?, azaz 2i-ben a fiiggvény folytonos.
z =— 2i-ben a fliggvény -4/0 alaki, ami a komplex fiiggvénytanban hatarozott alak és ez a komplex végtelen:

-4/0= . Tehat itt a fiiggvény nem folytonos.

2. Hol létezik véges hatarértéke az alabbi fiiggvényeknek?

Komplex fliggvénytan 12
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J Im®(z) + iRe?(z)

a) . zz
9lz) = 5=
b) Re(z)
= 2 2
Mo. a) Legyen z = x + iy. Mivel =~ — Tty , ezért f csak a 0-ban nincs értelmezve. Itt valds és képzetes

részre bontva:

Im*(:zlme?{z)_( P )

o

2]

A sejtés, hogy a valés komponensnek van, a képzetesnek nincs hatartérake. Ezért érdemes csak a képzetest
megvizsgélni, mert pontosan akkor 1étezik a hatarérték, ha mindkét komponensnek 1étezik.

x? ? 1
2 2 T2 T
- T+ T
Y =0 iangber © Y =0
22
.'1'2 + 2 = D
r =0 iranybsl ¥ T Y lz=o

azaz a hatarérték nem létezhet a 0-ban. (Amugy a valds rész hatdrértéke 1étezik és 0, ugyanis rend?relvvel:

3 yz _yz
= |‘H|m < \'y|_y—g = |y| —*(z,y)—(0,0) 0

.TQ + .y‘z )

b)

g(z) = (u,v) = (11 E)

T
Nincs értelmezve az x=0 pontokban, azaz az y tengely pontjaiban. Nemnulla y, esetén a (0,y,) ponthoz az
(x,y_0) mentén tartva y, / x-nek végtelen a hatarértéke, tehat ott nem I€tezik. Ha y, nulla, akkor az (x,0)

mentén y/x=0, az (x,x) mentén y/x=1, azaz az origéban sincs hatdrértéke. De mindehol mdshol van, mert a
hatarérték invaridns az alapm?veletekre.

Derivalhatosag

1. Hol derivalhaté komplex médon és hol reguléris az aldbbi fiiggvény?

a) f{2)=5|:£} 5
byex 9(2) = 27—y + 2|z

Mo. a) Legyen z = x + iy.

Folytonosséag, hatarérték 13
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f(2) = (u(z,y), v(z,y) = (2° + 2, 2%y — ¢°)
Opu Gyu| |32 4 y? 21y
O,v | | 2wy —x?— 3y’

Ezek a parcidlis derivéltak mindenhol folytonosak, azaz az (u,v) pér totdlisan derivdlhat6 mindenhol. Innen a
Cauchy--Riemann-egyenletek:

2 2

3z + y2 = —x
2zy = 2oy

— 3y

2 a2 2 P
Mivel az els?, azaz 327 +y +27 + 3y =0 csak a 0-ban teljesiil, a mdsodik pedig mindenhol, ezért
a fiiggvény pontosan a 0-ban derivdlhaté. Ebb?1 az is kovetkezik, hogy nincs olyan nyilt kérnyezet, ahol
minden pontban derivalhato le.

b) u=x>-y* v=2lxyl. Vegyik észre, hogy amikor 2Ixyl=2xy egy egész nyilt kornyezetben, akkor
g(z)=z"\2, azaz ezekben az esetekben reguldris a fiiggvény. Ez az xy>0 esetében van. Tehdt csak a
tengelyeken kell megvizsgdlni. Ixyl az origdn kiviil a tengelyeken parcidlisan nem derivélhatd. Az origéban
viszont CR is fenndll és totdlisan is derivdlhatéak a komponensek tehét ott derivalhat6.

|zy| - lzy|

o - |y| — (zy)—(0.0 0
1,,#;1?2—|—y—: |T| (= )
A siknegyedeken beliil tehat regularis.

2. Hol derivélhaté komplex mddon és hol reguldris az aldbbi fiiggvény?

a)* f(z) = sin(z)|z|

b 9(2) = ¥ + 2%

Mo. a) HF CR-egyenletekkel igazolni, hogy Izl sehol se derivalaté. Azt tudjuk, hogy sin(z) mindeniitt

derivélhaté. sin(z) = 0 pontosan akkor, ha z =k (HF). Ezért < 7& ke esetén, ha f(z) derivalhat6 lenne,
akkor

z 1
‘5151:3 = Em:&sin(::]|::| = |2|

is derivalhat6 lenne, ami tehat lehetetlen. Mér csak a z =k pontokban kell megvizsgélni, amit definicié
szerint tesziink. A kiillonbségi hanyados fiiggvény az derivélds helyén 0/0 alakd, ezért az els? tényez?re
alkalmazhatjuk a L'Hospital szabalyt:

, . sin(z)|z| o osin(z) . cos(z)
kr) = lim ———— = lim -lim |z| = lim
f [ " ]I z—shw 2 — .Ii“.«T z—hw & — ;-C?T z—hw | | z—k J_

|| = cos(km)|kw|

ami létezik, tehat minden k pontban derivalhaté a fiiggvény, de mashol nem, igy sehol sem reguléris.

Derivalhatésag 14
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b)

dyu dyu| | 0 2y
dyv G| |3z 0

Ezek a parcidlis derivéltak mindenhol folytonosak, azaz az (u,v) par totdlisan derivalhat6 mindenhol. Innen a
Cauchy--Riemann-egyenletek:

0=10 )
2y = —3x”

Azaz a fiiggvény az

3

y=-—5%

parabola mentén komplex derivalhatd, de sehol se reguldris, mert nincs olyan nyilt kdrnyzete, melyben
mindeniitt derivédlhato lenne.

3. (Harmonikustars-keresés)

ru -+ aiu =0

2e17 - 2
ap | . T < . , . . 2
akkor ¥ = C*(U ) harmonikus az UCR nyilton. Ha f=u+iv reguldris az U tartomdnyon, akkor u és v
harmonikus. Ha u harmonikus, az U tartoményon, akkor létezik U-n v harmonikus, hogy f=u-+iv reguldris.

Ekkor v az u-nak egy harmonikus tarsa (€s u az v-nek). Ha f=u+iv reguldris, akkor u,v-re teljesiilnek a
CR-egyenletek.

Ha létezik, akkor adjuk meg az
2 2
u(z,y) =z +ry—y

fliggvény harmonikus tarsat!

Mo.

0

o2 P — 9 _ 9
Jyu+dyu =2 —2

tehat 1étezik harmonikus tarsa és ezt megtalaljuk az alabbiakbol:

r_r-y = _ayu a;rl" = —T + 21_; — = —%2 -+ E:I'y -+ Cll [y]l
B0 =Opu B =20 +y—  v=2zy+ L 4 Cyz)

Tehat

Derivalhatésag 15
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I‘Z aye
v
2 2

v(z,y) = 2wy -
(Hat persze, hiszen u = Re((1 + i/ 2)z%))
Elemi fiiggvények

e'¥ = cosp +isinp

iz

eld e—z';
sing = ——
21
ez}: + E—iz
cos 2z — ———
2
Z Z
[Sa—
shz =
2
z —Z
€ €
chz = +

1. Szamitsa ki az

flz) = sin(iz)
fliggvény valds és képzetes részét!
MO. z=x+1iy
2. Oldja meg a

e = 2i — 2
egyenletet!

MO.

€2 — 2v/2e711

. ?1112\&6—;'%

ez’a _ e]n[?ﬁ]—i%

mivel exp 2 i szerint periodikus, ezért:

iz =1In(2v?2) — ag + 2mik
zZ=—t 111(2\/5]! — :—r + 2k

Elemi fliggvények

16
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3. Adja meg az

(1+1)
szam értékét!
MO.

(J.-I—E.:lz _ E1111|:1+a‘1 _ Ezilnl:\.-"{i_"‘.l+zi+2mk_l

Sorok

Taylor-sor:

o () .
IEED SEE SR

Dom f = Bg(z)

valamely R-rel.

Laurent-sor:

[

Z Cﬂ(: - EEI:IH

N—=—"0C

flz) =

Dom f = int(Bg,(z0) N (C\ Bra(z0)))

Az f fliggvénynek a  pont izoldlt szingularitdsa, ha f regularis a

reguldris
osztilyozzuk a szingularitdsokat.

_ Eélnl:\.-@‘.l—%—ﬂﬁk _ ilnl \,@jE

valamely R , R -vel.
2

1

—Ior_a

4

™ — (cosIn V2

egy kipontozott kdrnyezetében, de nem
-ban. Izolélt szingularitds koriil a fiiggvény Laurent-sor mindig 1ézezik ezért a sor alakja szerint

Megsziintethet?, ha L.-sorban nincsenek reciprokos tagok. Ilyenkor a fiiggvény reguldrissa tehet?, melynek

Taylor-sora pont a Laurent-sora.

Pélusszingularitdsa van f-nek a  pontban, haa koriili Laurent-sor f?7részében 1/ (z — )-nak véges sok
nemnulla hatvanya szerepel. Ezek korziill a 1/ (z -

p6lusszingularitds foka.

Lényeges szingularitdsa van f-nek -ban, haa koriili Laurent-sorban 1/ (z —

hatvanya szerepel.

s 1
Z qﬂ _ :
n=>0

9 halgli<i

-2 ik =l

e =14+z+—+7+—+—+...

20 31 4

Sorok

]

5!

) legnagyobb kitev?j? hatvanydnak kitev?je a

)-nak végtelen sok nemnulla

17
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.
5111:::—54—5—?:&...

2 4 5
cos:::L—E-l—E—E:I:

.3 LB .7
bh:=:+ﬁ+ﬁ+ﬁ+

22 4 5
ch:—1+§+3+§+

1. Igazolja, hogy az
sin(z) — z

flz) = ——F—

fliggvénynek megsziintethet? szakaddsa van a 0-ban! Adja meg a reguldris kiterjesztés 100. derivéltjat a

0-ban!
MO.

) sin(z) — z —%-I—%—ﬁ:l:... 1 =z
1E)==—3—= BRI

Mivel a sorfejtés egyértelm?, ezért a z!%0 tag egyiitthat6ja egyértelm?, azaz egyfel?l a Taylor-sorbdl felirva,
madsfel?l a most megadott sorfejtésb?l:

R
I:ll:ll:ljl D — o —
! () 103! 101 - 102 - 103

2. Fejtse Laurent-sorba az

Z

1) = =

fliggvényt Ggy, hogy a sorfejtés a 1/2 pontban el?4llitsa a fliggvényt!

a) a 0 koriil,
b) az 1 koriil
¢) Milyen szingularitsa van a -i-ben? Mennyi a reziduuma ebben?

MO. a) Ha ranéziink a becses kezeinkkel rajzolt dbrara (ugye mindenki csinalt dbrat!), akkor lathatjuk, hogy a
reguldris, bels? korbe esik mindkét pont koriil az 1/2.

Sorok 18
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z z 1 z 1
f("]_:z—k?'._ iZ+1 il =
—z
q=—
tehat t, ami lzl<1 esetén lesz konvergens sor alaku:

f(:]' = %1 = ;:Zz: ( ) i ( )ﬂH — i_a-nﬂznﬂ

n=>0 n=u
b)
(z—1)+1 z—1 1 _ 1
z)= . - = . —+ . — = (z—1 . -+
/() (z—1)4+1+4+4 (z—1)+1+4i (z—1)+1+1 ( ]I(:—J_]I—I—l—l—?-
1 1 1 1 1
- 1 - —(z—1)
=1 +1+i 1+izt+1 l+aL-1H
—z+1
9=~V :
tehat L+ , ami |:3 o l| < \/5 esetén lesz konvergens sor alaku:
1 1 1 1 1 & —(z—1)\" &/ -1\
SR LS () (2
l—l—-a1___'ﬁTl' 14+i1— _'% L+i=\ 1+1 N1+
o' 1 n+1 " n+1
z) = z—1)" z—1)"
/) ,;(1+-.£) ( +Z(1—|—?) ( )
c)
z z4+i—1 i
z) = = =1-—
1z) z+1 z+1 z+1

maga a -i koriili Laurent-sor, itt a reciprokos tag egyiitthatéja: -i, azaz ennyi a reziduum. Pélusszingularitasa
van itt és ennek foka 1, mert a Laurent-sor f?részében csak a reciprok szerepel.

3. Fejtse Laurent-sorba az

b
22(z+41)

fiiggvényt a 0 koriil dgy, hogy a sorfejtés a 2i pontban el?4allitsa a fliggvényt! Milyen szingularitdsa van a
0-ban? Es a -i-ben?

Mo.

Az abrabdl lathatd, hogy a szingularitdson tdli gy?r?ben van 2i, ezért 1/z szerint kell sorfejteni.

Sorok 19
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1 1 1 1 1
flz) = oLy — a- i = 37 —iv
Zlz+1) 21431 21—

Z

tehat < , ami lzI>1 esetén lesz konvergens sor alaku, azaz 2i ide tartozik
) " 20 1 n+3
-3 = =
= n=0 = n=>0 =

0 az f nevez?jének kétszeres gyoke, a szamladlonak nem gyoke, a -i a neveznek egyszeres, a szamlal6nak
nullaszoros gyoke. Tehat 0-ban masodfoku pélusa van, -i-ben els?foku.

4. Fejtse Laurent-sorba az

fiiggvényt a 0 koriil! Milyen szingularitdsa van a 0-ban?

MO.

1 1 1 1 1
J(2) =sh(Z5) = Z+ 355 * 5m T qm oo

51210
végtelen sok tag van a f?részben, ezért a szingularitds lényeges.
Integralas paraméterezéssel és Newton--Leibniz-formulaval
i
f f= f F(2()2(t)dt
= t=t1

ahol G paraméterezése t—z [f) , t1 <t <ty folytonosan differencialhat6, f folytonos a G-t tartalmazé

egy nyilt halmazon.
| £=F() - Fz)
.29

ahol F komplex derivalhat6 €s F'=f, valamint f Riemann integrdlhaté a G mentén, G kezd?pontja z,,
végpontja z,

1. Adja meg az

fliggvény integraldjat az

Integralas paraméterezéssel és Newton--Leibniz-formulaval 20
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a) Origo6 kozéppontd, pozitivan irdnyitott egységkor Re ( < J =0 feltételt teljesit? felére!

b) [0,2+i] szakaszra!

2. Adja meg az

2z
RSV

fliggvény integraldjat az

Im(z), Re(z)

a) Orig6 kozéppontu, pozitivan irdnyitott kétségkor <0 feltételt teljesit? negyedére! b)

Orig6 kozéppontu, pozitivan irdnyitott kétségkorre!
Integralas Riemann-féle integraltétellel és Cauchy-féle integralformulaval

Cauchy-féle integraltétel Ha a D korldtos és zért tartoméany dD hatdra egy zart gérbével paraméterezhet? és
a gorbe a tartomdnnyal kompatibilisan irdnyitott, tovdbbd aD U C nyilt halmazon reguldris az f fiiggvény,

akkor
fr-
a0

Riemann-féle integraltétel Ha a D korldtos és zart tartoméany dD hatdra egy zért gérbével paraméterezhet?
és a gorbe a tartomdnnyal kompatibilisan irdnyitott, tovdbbd a D U C nyilt halmazon reguldris az f
fiiggvény, kivéve a D egyetlen pontjat és f korlatos, akkor

froo
a0

Cauchy-féle integralformulak Ha a D korlétos és zdrt, egyszeresen 6sszefiigg? tartomédny G=dD hatdra egy
zart gorbével paraméterezhet? és a gorbe a tartomannyal kompatibilisan irdnyitott, tovibbda D U C nyilt

halmazon reguléris az f fiiggvény és <0 € intD , akkor

PRI S CR

27

Integralas Riemann-féle integraltétellel és Cauchy-féle integralformulaval 21
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2, . -
2zl
o N -

3 |z—i|=2

f cos(In z) L
23242
4. l2-1=3

Integralas reziduumtétellel

Reziduumtétel Ha a D korldtos €s zdrt, egyszeresen dsszefiigg? tartomany G=dD hatéra egy zart gorbével
paraméterezhet? és a gorbe a tartomannyal kompatibilisan iranyitott, tovibbaa D U C nyilt halmazon

, Zp € int D

reguldris az f figgvény kivéve a Flyees
n
f f= Z Res/ (2)
o k=1

ahol Res/( ) az f fiiggvény  koriili azon Laurent-sordnak ¢ _, egyiitthat6ja, mely a fiiggvényta egy
kipontozot kdrnyzetében allitja el?.

f 32+5:+1d”=?
sh(z) c

pontokban, akkor

1.x l2I=1

j{ 2ty
sin( z)

2. |z—3|=1

3. |z| =1
Vektoranalizis

Differencialoperatorok

1. Hol 1étezik és mennyi az aldbbi fiiggvények gradiense?
4
a) V(r) = r|

Integralas reziduumtétellel 22
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1

v(r) = OB

b) .
o V() = sin([r[’)

2. Hol 1étezik és ott mi az alabbi térbeli vektormez? roticidja és divergencidja?

6
a) V(r) =T1[1|
b) V(T) =kxr (k a z irAnyu egységvektor)

Potencialkeresés

1. Ha van, mi az alabbi térbeli vektormez? potencialja?

v(z,y, 2) = (2y°, 3%y, 2°)

2. Ha van, mi az aldbbi sikbeli vektormez? potenciélja?

v(z,y) = (2" + ¢, 3zy”)

3. Ha van, mi az aldbbi fiiggvény potencidlja?

a) V(r) - I'|I'|E;

2r
R
Vonalintegral
r ta
/ v dr = /v(r(t_)) -1(t)dt
G.ry t1

ahol r, =r(t), r, =r(,).

fv dr = f-1'¢|dr|

& &

ahol v, a vektormez?nek a gorbe €rint?je irdnyd komponense, az integral pedig a vektormez? ivhossz szerinti
integralja.

1. Szamitsuk ki az aldbbi vektormez?nek az A=(1,-2,3), B=(2,1,4) végpontd egyenes szakaszra vonatkoz6
integraljat!

Differencialoperatorok 23
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viz,y,2) =y +2)i+(xz+2)j+(x+yk

2. Szamitsuk ki a v =k x r fiiggvénynek az R sugart, [x,y] sikbeli origd kézépponti korre vonatkozo
integraljat!

3. Szdmitsuk ki a v =Kk x r/ [k x rl? fliggvénynek az R sugard, [x,y] sikbeli origd kbzéppontd korre vett
integraljat!

Feliileti integral

/ vdF — / v(r(u,v)) (a r(é;'l‘ v) o 2 r(;; '“)) dudv

F Fuw
fvch = f‘l‘n |dF|
F I3

felszin integrallal a normalis irdnyd komponensb?l.

1. Szamitsuk ki a v vektormez7nek az r feliiletre vett integraljat:

v(z,y,2) =zi—yj+ 2k
r(u,v) = (u+2v)i+vj+ (v —v)k, uel0,3], velol]

2. Szamitsuk ki az v = r-nek az R sugard, M magassagu, z tengely? hengerre vonatkoz6 feliileti integraljat!

3. Szémitsuk ki az R sugard origé kézéppontd gombnyolcad felszinére az v = rirl? integraljat!

Vonalintegral

24
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