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Differencialgeometria

Ivhossz és ivhosszparaméterezés

=
5=/|1'~(t]||aft
/|r )|dt

s=s(t) o f=ts) o x(s) =)

1. a) Mi az aldbbi gorbe ivhossza a [1,e] paraméterszakaszon és mi az ivhosszparaméterezése t=1-t6l
kezd?d?en?

r(t) = (tcoslnt, tsinlnt, t)
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b) Mi az alabbi gorbe ivhossza a [0,1] paraméterszakaszon és mi az {vhosszparaméterezése t=0-t6l
kezd?d?en?

- (i Vi3, zt
MO.: a)

1 1
(t) = (cosInt—tsin ]nf-?,sin lnt—l—fcoslnt-? 1) = (cosInt—sinlnt,sin Int+cosInt,

|[f}|— (cosInt —sinlnt)? + (sinlnt + coslnt)? + 1 =

= 1.,_,-'*:059 Int +sinInt — 2coslntsinlnt + cos?Int + sinInt + 2coslntsinInt + 1 -

Ivhossz: [1,e]-n:
=
S=f\/§df=[\/§-t]§=\/§[e—1}
L
Ivhossz paraméterezés t=1-t71:

—j\/ﬁdt—[\/g-f]f—\/ﬁ{f’—l) s t—
- (o so) GoomGoi )

Vi3 =
P(t) = 4\[3\[2 =2t) = (2v/3V/,2, 31)
¥ (t) |—\/12r.+4+9t9=

b)

Nlll'.-J

Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt teljes négyzet all:

= V12t + 4+ 922 = VO + 12t +4 = /(3t + 2) = [3t + 2|

azonos 3t+2-vel.

ez t>0-ra persze

Ivhossz: [1,e]-n:
J_|:| a
(3t +2)2|"  (32)2

9
s=[3r+2dt=— _ ey 2
J 6 | 6 3

Ivhossz paraméterezés t=0-tSl:

fvhossz és ivhosszparaméterezés 2
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(3t4+2)21" (3 +2)? 2
6 6 3

E;
s(t) = f:3r.+2dt= [
=1

B n,u.f:ﬁ'IS +3) -2  Wbs+4-2

th = =
3 3
R EVE [(VBsti—2)’ Vs +a-2 3 \f{35+ —2
IEER 3 ’ 3 2
Felszin
r= r{'u!'i':' esetén
= f |0, r % d,r| dudv
Tyw
7 =f(x,y) esetén
{
- [[ sz = @ sy
Te
) Pyt < 4
2. a) Szamitsuk ki a z=x —y egyenlettel adott feliilet azon darabjanak felszinét, melyet az y

T 2 0 feltételek adnak meg!

.'ITE
b) Szdmitsuk ki a 21‘" egyenlettel adott feliilet azon darabjdnak felszinét, melyet az 0<z<1 ,
= y <3 feltételek adnak meg!

I‘I:ti v ]' - 'Iu cos v, usinv, u) feliilet azon darabjdnak felszinét, melyet a

'y ; - . I f L I3
V (Oez(z,y))? + (Gyz(z,9))2 + 1 = /(22)7 + (2y)° + 1 = /d2? + 4y® + 1 = /4(2* 1
Mivel a tartomdny is €s a fiiggvény is hengerszimmetridt mutat (minden amiben x? + y? van, az
hengerszimmetrikus), ezért az integralt hengerkoordinatakban szamitjuk ki. A tartomany derékszog? és

polarparammeéterezése (érdemes felrajzolni koordinatarendszerben €s leolvasni az r-t, -t),ra
Jacobi-determindns:

Toy={(z,y) | 2° +y° < 4,2 >0}

Felszin 3
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Trp={lrp)|0<r<2 —
T2 ! T2
A= / f Var? + 1rdrdy = 3 f f Var2 + 18rdrdyp = 2
wp=—5F =0 w=—3z r=I0
b)
{7 2 2 Tl
(=) +(=23) ATl
G+ (2E) \;
Vegyiik észre, hogy a négyzetgyok alatt egy teljes négyzet
jz?2 T 2
=5 +-5+1= ,—+1) =41 Z 4y
Vo2 4y (Ey 2y 2y+ L0z <,
l<=y=<3 feltételek mellett.
Toy={(z,y)|0<2 <1, 1{3;{3}
1 3 L
A= [ [ ji ldydr = / 2z(Iny) —|—y]y  dr = [ 22(In3)4+2dz = [2*(1
r=0y=1 Y r= r=0
Erint?sik

a feliilet, akkor az érint?sik normalisa

o T = rlu,v)
n = d,r X O,T p, pedig n=(A,B,C), akkor az érint?sik egyenlete

Ax-=x) +B(y -y, +C(z-2) =0
ahol (x ,y ,z ) annak a pontnak a koordindtdi, ahol az érint?sikot keressuk ez néha T r (o, Vo) -ként van
n =10/ yf l) . Ugyanis ekkor

00
meghatarozva Specidlisan, ha z=f(x,y) és u=x, v=y, akkor

(x,y,f(x,y)) a feliilet és
k
— 1)-ben.

1
1
0
3.0 T(u,v) = (e"sinv, €, uv + 1)\ oy erinsikja az (u,v)=(0,0)-ban?

b) z = x? — y? érint?sikja a (xy,y0,2,) = (0,1

MO.: a)

Erint?sik

3)+
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dur = (" sinwv, e, v)
dyr = (" cosv, 0, u)

az adott (0,0) pontban

E.I!

)
'i‘. [ )

ezek vektoridlis szorzata: -k, azaz a normalvektor: (A,B,C)=(0,0,-1) vagy egyszer?bben (A,B,C)=(0,0,1) mert
az érint?sikndl nincs jelent?sége a normdalvektor iranyitasanak. Az adott pont:

r(0,0) = (0,1,1) = (2o, ¥o, 20 Tehit a sik egyenlete: z-1=0, azaz z=1.

py = (22, -2y, 1) = (0,-2,1) = (A, B,C)

QJQ_}

—2(y—1)+z2z+1=0
Differencialegyenletek

Egzaktra visszavezethet? egyenlet

Mi a megolddsa az 1 y + 3zy y 0 egyenletnek?
MO.:

[IE - yzjldir + 3zydy = 0 legyen itt:

-P(-T-.- y]' = ‘TQ - yg'.- Q[I..y:l = B'Ty

0y P — 0,0 = =2y — 3y = =5y
a,P—8,0 —5y 51

R(z) = -2 yv _ _ o
(1] 3.’1Ty Ar

p(z) = e "32% — gm5Mnlel _ 43

(25 — 2 3y?)de + 32 Tydy = 0

Fiiggvényegyiitthatos linearis egyenlet

!
Mi a megoldésa az y —2ry=x egyenletnek? Melyik az a partikularis megoldds, melyre

y(0) = ~2

MO.:

A homogén megoldésa:

Differencialegyenletek 5
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W _ (y = 0 mo.)
- = & iy = U mo.
¥ Id Y Y

Y
[ — = [ 2rdx

i o
In|y| =2+ C

24+
lyl =€”
— m_

Y =CE  elsend? homogén linedris megoldasa egy egydimenzios fiiggvénytér, ebben a 0 is
benne van.

Az inhomogén egy partikuldris megoldasat az alabbi alakban keressiik:

y = c(z)e”

y = (z)e” + c(z)2ze™
Behelyettesitve:

d(z)e” + c(z)2ze” — 2xc(z)e™ =2

c’[;r)e‘-mz =¥

d(x) =ze ™

|
2 elég egy partikularis megoldas.

Linearis allandéegyiitthatos
Minden

fo@)y + fLy" + ...+ f,(0)y™) = fx)

linedris differencidlegyenlet megolddsainak halmaza

Flggvényegyltthatés linearis egyenlet
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Y=Y +Yr
alaku, ahol y,, a homogén
Jo@y +f1)Y" + ... + £,y ™)
egyenlet megoldésa, y_p pedig az egyenlet egy partikularis megoldésa.
Allandéegyiitthat6jd, ha
fo@) = ayfi(x) =a, + ... + f,(x) = a, szdmok.
Gyakran csak méasodrend?:
ay” +by +cy = f(z)
haa,b,c R.

Ilyenkor a homogén egyenlet megoldasdt az a 2+b +c=0 karakterisztikus egyenlet megolddsdbdl szarmazo
gyokokb?l szaraztatjuk (bizonyitdsa a bizonyitasok kozott).

|’T‘|

y(z) = C*e/‘”JrC*ge"‘” M AMER

y':T:' - I[:_Tl': + Coze . , ha }‘l =X =AcR (gyok Vzgy bels” rezonan01a esete)
y(z) = Ce™ cos(fz) + Coe™ sin(fz) ha M2 =@

Az inhomogén egyenlet megoldasat a kovetkez? alakban keressiik. Ha az inhomogén tag az alabbi alakban
irhat6

flz) = e™ (p(x) cos(bx) + q(z) sin(bx))

ahol p(x) és q(x) polinomok és a a+ib  C szdm m szeres gydke az a 2+b +c Karakterisztikus polinomnak,
akkor az yp(x) partikuldris megoldésra a feltevés:

yp(x) = 2™e™ (P(x) cos(bx) + Q(x) sin(bx))

ahol P(x) és Q(x) olyan polinomok, hogy deg P(x)=deg Q(x)= max{deg p(x), deg q(x)}.

L P,
.V + dy = bln(-‘r) kezdeti feltételek: y(0) = 0, y'(0) = —

MO.: 1. El?sz6r a homogén egyenletet oldjuk meg:

v +dy =0
2 i — E f— 1 ; (3
A +4=0 — Arg = +2i (tehdt a megoldds & + fi , alakd, ahol =0, =2)
Yy = C cos(2x) + Cysin(2x)
II. Vegyiik észre, hogy a karakterisztikus egyenlet =2 gyoke rezonancidban van az sin(2x) inhomogén tag

2 frekvencidjaval. Ekkor egy x szorzét vesziink hozza az Asin(2x) + Bcos(2x) kifejezéshez, ezért a
probafiiggvény:

Lineéris allandbegyitthatos 7
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yp = x(Asin(2z) + B cos(2z))

lesz.

yp = Asin(2x) + 2Ax cos(2z) + Bcos(2x) — 2Bxsin(2x)
yp = 24 cos(2z)+2A cos(2x)—4Ax sin(2x)—2 B sin(2x)—2B sin(2x)—4Bx cos(2z)

Behelyettesitve az egyenletbe:

y" + 4y = sin(2z)
4 A cos(2z)—4 Az sin(2x) —4B sin( 2z )—4 Bx cos( 2z ) +4dx A sin(2x)+4Bx cos(2r) = sin
4A cos(2z) — 4Bsin(2z) = 1 - sin(2z) + 0 - cos(2z)

Az egyiitthatokat leolvasva:

1
A=0B=—-
4A =0, - 4B = 1 azaz 4

Az éltalanos megoldas:

1
y = (' cos(2z) + Cysin(2z) — 1 sin(2x)

A kezdeti érték feltételb?] a konstansok:

y(0) =

0 C

y(0) =—1 )

y = —2C sin(2z) + 2C5 cos(2z) — 5 cos(2z)
. 1

—1 = +2C5 — 2
1

5= +2C5
1

-1= Oy

" ! 2r
Yo =0y + 6y =€ yodeti feltételek: y(0) = 1, y/(0) = — 1

MO.: I. El1?sz6r a homogén egyenletet oldjuk meg:

y”—E}y’—‘—Gy:D
M _B5N4+6=0 — AM=2X=3

Y = Clezm + Cy e’*

Lineéris allandbegyitthatos 8
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II. Vegyiik észre, hogy 2 gyok rezondl az exponencidlis frekvencidjaval. Ezért a partikularis megoldast
y = Axe*
alakban keresstik.

y' = Ae* + 2Axe*
V"' =2Ae* + 2Ae* + 4Axe**

Behelyettesitve az eredeti egyenletbe:

2Ae™ + 24e™ + 4Axe®™ — 5(Ae* + 2Aze™) + 6Aze™ =
2Ae% + 246 + 4ATe™ — 5Ae™ — 10Aze™ + 6Axe™™ = *°
_AEE.J: _ eﬂm

—A=1

A=-1

Altlanos megoldis:
y = C1e” + Che™ — ze®®
A kezdeti érték feltételb?l a konstansok:
¥(0) = 1: x=0, y=1
1=0Cy+Cy
v'(0) =—1: x=0, y'=-1

y = 2C,€¥ + 3Cye™ — e** — 2xe™
—1=2C, +3C; -1

D]
0 =2C, + 3Cs 4yar = 3C1
1=0Cy+Cy
2 _ 1
J-:CL_._CL lZ—Cl
3 azaz 3 azazC =3C =-2
Hianyos magasabbrend? ! 2

Gyakori probléma a lineéris, melyet hidnyosként oldunk meg:
6.

ym + Zyn + yv — 3x2
Ez egy y-ban hidnyos linedris. Val6jdban olyan, mintha nem is y-ra, hanem y'-re lenne felirva az egyenlet.
Ilyenkor érdemes el?szor y'-re megoldani, majd y'-t integralni, hogy y-hoz jussunk. Ehhez bevezetjiik a
p(x)=y'(x) 1j ismeretlen fiiggvényt. Ekkor az egyenlet:

p'+2p +p=3x?
Ez mér egy alland6 egyiitthat6ji masodrend? linedris. E1?szor megoldjuk p-re.

I. Karakterisztikus polinom

Hianyos magasabbrend?
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242 +1=0

Ez egy teljes négyzet:

( +1)?=0azaz 12 =— 1, vagyis bels? rezonancia van, a gyokok egybeesnek.
py=Cie "+ Cxe™*

II. Prébafiiggvény a masodfoki polinom miatt:
pp=Ax>+Bx+C
pp =2Ax+B
pPH - 2A
2A +2(2Ax + B) + Ax*> + Bx + C = 3x2
2A+C+ 2B+ (4A + B)x + Ax?> = 3x?

A=3, B=-12, C=-6+12=6

Innen
p=Cie "+ Cxe *+3x> - 12x+ 6

Az y-t a p=y' egyenlet miatt a p integraldsdval kapjuk:

y=—Cie *—Cyxe *—Cye ™ +x3 - 6x? + 6x+ D

ahol a kozéps? tag parcidlis integraldssal kaphat6:

/.TE_I dr = —xe © — / —e Ydr = —xe ¥ — e Ydr

Integralatalakito tételek

Gauss-tétel

Gauss-tétel: Ha V olyan mérhet? korldtos térfogat, melyet az F feliilet hatdrol és v olyan folytonosan
differencidlhat6 vektormez?, mely a V-t és az F-et tartalmazd nyilt halmazon értelmezett, és az F a V-b?1
kifelé van irdnyitva akkor

f\r df = /dh' vdV
E v

v 302 o2
. LI =Tt
F. Szamitsuk ki ! Y
térfogat kifelé irdnyitott hatdrara a

és z=1 egyenletek altal meghatarozott feliiletek altal bezart korlatos

3.2 3.2
v(z,y,2) = (272, y°2", ay)
vektormez? integraljat!

MO. Lithat6an a feliilet hengerszimmetrikus, hiszen csak r-t?1 és z-t?1 fiigg (x> + y* van benne).

Integralatalakité tételek 10
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3f .2 a2
I =T .
Vi +y hengerkoordindtdkban:

ez egy gyOkfiiggvény a z tengely koriil korbeforgatva (t6lcsér) és a magassaga z=1. A két feliilet
metszésvonala:

z = \r?
z=1
azaz
1 = V72
és
r=1,z=1
Alulrdl tehat a tolcsér, feliilr?l egy sik hatdrolja a térfogatot, ezért a fels? hatér: z=1, az alsé hatdr < = y =
, mikdzben a sugdr O0<r<lg a forgdsszimmetria miatt: Sp<2m
divv = d,vy + ayl‘z + dug = 32222 + Sy — 3247

j£ vdf = /divvdl" = / r232%r dzdrdyp = [r22°]Y 2 drdyp

[ / — ridrdyp =

w=0r= =0 w=0

fg 2 2
F.Szmisuk ki © = V3= — ¥ (x>0,y>0,2>0
korlétos térfogat kifelé irdnyitott hatdrarra a

egyenl?tlenségek altal meghatarozott

1 .
viz,y,z) = (y,z, EEJ)

vektormez? integraljat!

MO.: Zart térfogatra kell integralni, ez Gauss-tétel lesz. A vektormez? divergencidja:

divv = d,v1 + g + O,u3 =040 + 2t =2*

!
i L — I 1_‘2 v 2
AT =0,y20,z20 feltételek az els? térnyolcadot hatarozzak meg, az ~ v 4—a Y
egyenlet pedig a 2 sugard, origd kdozéppontii gombfeliiletet fels? felét, ugyanis gémbi koordinédtdkban r az

orig6tél mért tdvolsag:

Gauss-tétel 11
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/ .,
z =4 - 2 — q?
P=4-x2—y?
X+y+72=4

=4

A tartomdny gdmbi paraméterezése

Vies ={(r,p,0) | 0<r<2,0<¢p<

b2 | =
=
(AN
l,':'_._.‘
(VAN
Lo =
—

mivel
z = rcost

és a Jacobi-determinans:

r? sin v
ezért
b 2 5 3
jLVdf-/dl\ vdl’ f / /?‘20032 v siut‘?dt‘?d{,ﬂd-rzf r* cos? ¥ sin:
=0 9=0 r=0©=00=0
o). [ ] Vo [ap)-2tm
= [rﬂir - fcosgﬂsinﬂdﬁ - /1sz =T.§.%
L J LT
Stokes-tétel

Stokes-tétel: Ha F olyan hatarral rendelkez? feliilet, melynek hatdra a G zart gorbe és ezek kompatibilisen
vannak irdnyitva, (azaz a jobbkézszabdllyal), akkor minden az ezeket tartalmaz6 nyilt halmazon értelmezett v
folytonosan differencidlhaté vektormez?re

f\rdr= frotvdf
G I3

Megjegyzés. A V vektormez? integraljit az Fr= I'I['D.'_, 'E':' megadédsd T értelmzési tartomanyu
feliiletdarabra a kovetkez?képpen szamitjuk ki: s
wi(r(,v)) wa(r(u,v)) ws(x(u,v))
/v df = /f {@u (Aur)o (O,r)s |dudv
I':ll l:al-]:':lg (3i.r)3

n'l' u

2 -2 2
F. Szémitsuk ki az=x — 1 feliilet * +ty =9 feltételnek eleget tév? darabjanak hatdrara a

V(.T, ¥,z :' = (52, ) vektormez? gbrbementi integraljat!
MO. Megvan a feliilet is és a pereme is, ezért Stokes. Ehhez a rotaciot kell meghatdrozni.

Stokes-tétel 12
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i j k
rotv=|d. 4, 0.|=(2y,2z, 2x)
2 g2 g

A feliilet paraméterezése z=f(x,y)-ndl mindig x=u, y=v vdlasztassal:

T
PI:‘T! y] = )
2 —1
A vegyes szorzat:
rotv(r(z,y))| |2y 2(z*—-1) 2z
der(z,y) | =11 0 2r| = 2z — dxy
dyr(z,y) 0 1 0
j{vdr = fmt.vdf = f/?:r — drydrdy =
G 3 Ty

2 2
Eza ™ +y =9 forgdsszimmetridja miatt poldrkoordindtdkban

3 2w 3
: : ‘ . 3 a2 T
= / f 212 cos — 412 cos o sin o dpdr = / [2r? sin o — 27 sin? i='3' dr =10
r=>0 =0 r=0
Potencialkeresés
Ha van olyan u, hogy grad 1 = V "akkor minden az értelmezési tartomanyba es?

G = r(t), tp <t <t gorbére, ha 'l = r(ty) 6 2 = I‘(tﬂ,akkor

/vdr = u(ry) —ulry)

&
Mi az u, ha grad u = (yz,xz,xy)? Mi a grad u integrdlja a (0,0,0) és (2,3,4) kozotti egyenes szakaszon?
Komplex

Cauchy-féle integralformulak
Az n-edik derivdltra vonatkozé Cauchy-féle integralformuldk:

/) omi
$ otz = V)

[

f reguléris, G az f értelmezési tartomédnyédban egyszer? gorbe, egyszer hurkolja koriil z,-t.

Potencialkeresés 13
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Cauchy-tétel: Ha T a komplex szdmsik olyan tartomanya, melynek hatdra a G egyszer? gorbe (ez lehet véges
sok diszjunkt gérbe unidja is, azaz a T kontdrja véges sok zart darabbdl) és a jobbkézszabaly szerint van
irdnyitva és az f komplex reguldris fliggvény a tartomdnyt és a hatarat tartalmazé nyilt halmazon van
értelmezve, akkor

jﬁf(:)d: —0
i

% { +4) :z—l]ld

|2—i|=

MO.: Szorzatta alakitjuk a nevez?t (ez mindig fog menni els?fokuk szorzatdval, mert a komplex szdmok
korében vagyunk!). Abrazoljuk a gérbét és a nevez? gyokhelyeit. Enélkiil nem megy!

(Z+ 4D (z— 1) =(z-2i)(z +2i)(z— 1)* gyokok: 1 (ez egy kettes multiplicitasi gyok, mert kétszeres
gyoke a nevez’nek), +2i, -2i (egyszeresek).

Alz—il=2kora?2 sugard, i koriili kor, melyben a gyokok koziil az 1 és a 2i van benne.

Legyen K| az 1 koriili 1/100 sugarid kor, K, a 2i koriili 1/100 sugard kor. Az integralt a Cauchy-tétel alapjan
felbonthatjuk az integrandus K, €s K, koriili integraljara.

et

ﬂ!::%‘ e d'H lz— l:l [z424) dz —
% (va+4 EYE z—1) +?( —2i

|z—i|=2 Ky Ka

-

e

. o 22 4 s (. ! L
Itt az els? integralnal ~ +4 reguldris K -ben, a nevez? fokszdma 2, azaz az n=1-re vonatkoz6
=

(z—1)2(z + 2i)

1
Cauchy-formulat kell alkalmazni a z = 1 ponttal, tovdbba a mésodik integralnal

0
!

reguldris K,-ben, n =0 és z, = 2i.
21 €
9

_Zﬂi( e )
1 \22 44 1 (z—1)%(z

Comi (3
T 25 4i(2i — 1)

Harmonikus tars keresése

Mi a v, ha u = x?> — y* — e*cosy és f=u+iv reguldris.
Valés és képzetes rész kiszamitasa

Mi a valds és képzetes része az f(z) = 4(sh(iz))? fiiggvénynek?

Cauchy-féle integralformulak 14
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Komplex egyenlet
Mi a megoldésa a sinz = i egyenletnek?
Komplex elemi fiiggvény Kiszamitasa

Mi algebrai alakban (1 + i)’

Komplex egyenlet

15
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