Bolzano?Weierstrass-tétel

Bolzano?Weierstrass-tételnek tobb, de egymashoz szorsan kapcsol6dé tételt neveznek az analizisben.
Egyfel?l az RN-beli sorozatok elméletében ramutathatunk, hogy minden korldtos sorozatnak van konvergens
részsorozata, ezt néha Bolzano? Weierstrass-féle Kkivalasztasi tételnek nevezik. Masrészt zart és korlatos
RN-beli halmazban halad6 sorozatnak van a halmazbeli hatdrértékkel rendelkez? részsorozata. Harmadrészt
RN-beli végtelen, korldtos sorozatnak van torléddsi pontja.
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Bolzano?Weierstrass-féle kivalasztasi tétel

RN-ben korlétos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Az egyvaltozos eset
R-ben ehhez a tételhez még a kovetkez? kommentart f?zhetjiik. Egy valds szamsorozatnak, ha nem korlatos,
biztosan van s?r?sogési pontja, azaz olyan pont, melynek minden kipontozott kornyezetében végtelen sok

elem van. Ez amiatt van, hogy az egydimenids esetben értelmezhet? az, hogy a + €s 7 értékek s?r?sodési
helyek legyenek, éspedig a + gombi kornyezetei az

(1)

alakd intervallumok, ahol r pozitiv szdm (melyet a kornyezet sugardnak neveziink). Vildgos, hogy
nem-korl4tos sorozatra a két végtelen érték valamelyike s?r?sddési hely lesz.

Ennél érdekesebb kérdés, hogy van-e s?7r?sodési pontja egy korlitos sorozatnak. Erre majdnem trividlis
indoklést a lenti Borel?Lebesgue-tétel szerinti bizonyitds ad. Jobban ravildgit azonban az indokra a
cstcselemes vagy a fels? és als? hatdrértékeket felhaszndl6 igazoldsi méd.

Bizonyitas csiicselemmel

Belatjuk, hogy minden valds sorozatbdl kivdlaszthaté monoton részsorozat.

Ehhez el?szor vezessiik be a csiicselem fogalmait. a,-t cstcselemnek nevezziik, ha minden n > k esetén
an < ay, (Vagyis azokat az elemeket nevezziik igy, amelyeknél a nagyobb index? elemek kdzott nincs

nagyobb.)

Ekkor két eset lehetséges:
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Bolzano?Weierstrass-tétel

1. Végtelen sok cstcselem van a sorozatban. Ha 721 < 12 < 123 <T ... indexek, melyekre
@y @ngy Gnay - -+ cgicselemek, akkor ez ut6bbi sorozat nyilvdnvaléan monoton csdkken?.

2. Véges sok csticselem van a sorozatban. Vagyis létezik n, , hogy minden 7 = Mg esetén a nem
csucselem.

* De %no nem csticselem, vagyis letez1kn >n, hogy Qny 2> Qng
* De “n1 nem csticselem, vagyis letez1kn >n,, hogy Upgy 2> Ay g,

Ekkor viszont @n1s @nzy Gng,y - - nyilvédn szigordan monoton név? sorozat.

Vagyis minden sorozatnak van monoton részsorozata. De a mi sorozatunk egyben korltos is, marpedig
korlatos monoton sorozat konvergens.

Bizonyitas Borel?Lebesgue-tétellel

Azt fogjuk belatni, hogy a sorozatnak van s?r?s6dési pontja, azaz olyan pont, melynek minden nyilt
kornyezetében van végtelen sok sorozatbeli elem. Ekkor ugyanis mar kivalaszthaté az u s?r?sddési helyhez
konvergdl6 részsorozat: minden n-re:

b, =min{i >n | |a; — u| < d,}
ahol () egy szigortian monoton csdkken? nullsorozat.

Legyen [a,b] olyan korlatos és zart intervallum, mely lefedi a sorozatot. Tegyiik fel indirekt médon, hogy
a,-nek nincs s?r?sddési helye. Ekkor minden x  [a,b]-nek I€tezik olyan nyilt kdrnyezete, melyben csak
véges sok sorozatbeli elem van. Az [a,b] intervallum ezen halmazokbdl all6 nyilt lefedéséb?] kivalaszthat
véges sok, mely még mindig lefedés, éspedig a Borel?Lebesgue-tétel miatt. Tehdt a sorozatnak Gsszesen
véges sok szor véges sok, azaz véges sok eleme eshet [a,b]-be, ami ellentmond annak, hogy a sorozatnak
végtelen sok tagja van €s ez mind [a,b]-ben van.

Intervallumfelezéssel

Legyen (a,) korldtos szdmsorozat, ekkor (a,) lefedhet? valamely [ , ] korldtos €s zart intervallummal.
Intervallumfelezéses eljardssal rekurziv médon definidlni fogunk egymasba skatulyazott, nullahoz tart6
hosszisdgu intervallumok (/,) sorozatét a kdvetkez?képpen.

o ly=[ o o=l , 1]

° Iga k tgrn(l)észetes szam, és I,=[ |, ] mér definidlva van, akkor osszuk két egyenl? hosszisagu
részre: I, =[ ,,c,] U [c,, ]. Valamelyikben a sorozatnak bizonyosan végtelen sok kiilonb6z? index?
tagja van (ellenkez? esetben ugyanis nem beszélhetnénk végtelen sorozatrél). Természetesen
el?fordulhat, hogy mindkett?be végtelen sok tag esik. A meghatarozottsdg kedvéért legyen I, , a két
fél koziil az az intervallum, melyben végtelen sok kiilonboz? index? tag esik és ezek koziil a
?jobboldali? félintervallum. (Ezzel azt értiik el, hogy az intervallumsorozat minden tagjaban lesz
sorozatbeli elem.)

A Cantor-axiéma (vagy Cantor-féle kozospont tétel) szerint, mely az egymasba skatulyédzott intervallumokrél
sz0l az (I, ) intervalumsorozatnak I€tezik egyetlen kdzds pontja, legyen ez c.

Megéllapithatjuk, hogy minden k természetes szdmra végtelen sok olyan i index (természetes szam) van,
hogy a, I, tehat minden k természetes szdmra igaz, hogy

HI-.:{ZQNIUIGI,‘}%[O
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Megjegyezziik, hogy a természetes szamok jélrendezési tulajdonsaga miatt ezeknek a nemiires halmazoknak
van minimadlis elemiik. Ezekb?] a halmazokbdl kell kivalasztanunk egy (i) indexsorozatot (tehdt egy
szigordan monoton névekv? sorozatot). Ezt szintén rekurzidval tessziik.

®i,=min H,
® Ha mar i, definidlva van minden k-nél nem nagyobb természetes szdmra, akkor legyen i,,, az a
szam, amelyik nagyobb az eddig definialt véges sok elemt?] €s a legkisebb ilyen elem H, , ,-ben.

Ekkor az
( Qq, )
sorozat c-hez konvergal. QED

Megjegyzések. Vegyiik észre, hogy bar kivédlasztasrdl van sz6, mégsem kellett hasznalnunk a kivalasztasi
axidémadt, hiszen a természetes szamokat a szokasos rendezés jolrendezi, igy mindig konstruktivan
(egyértelm?en megnevezve) tudtunk kijelolni egy elemet a nemiires részhalmazaibdl.

A masik hasznos tulajdonsdga a bizonyitasnak, hogy kis médositassal tobbet is allithatunk segitségével. Ha a
fenti konstrukciéban a végtelen sorozatelemet tartalmazé intevallumok koziil mindig a fels?t valasztjuk,
akkor az intervallumok k6z6s pontja a sorozat fels? hatarértéke, azaz a legnagyobb s?r?sédési hely

limsup(a,,)

lesz. Ha mindig az alsé intervallumot, akkor a legkisebb s?r?sddési helyhez jutunk azaz

liminf(a,)

-hez.

Tobbvaltozos eset

Itt a csicselemes bizonyitds nem m?kddik abban az értelmeben, hogy kozvetleniil nem hivatkozhatunk rgjuk,
mert nincs RN-ben a m?veletekkel kompatibilis rendezés. Gondolhatndk arra is, hogy komponensenként
haszndljuk az egydimenziés B?W-tételt. Ezzel a kovetkez? a probléma. Vildgos, hogy 1étezik minden
projekcisorozatra egy-egy részsorozat, mely konvergens. Am ebb?l egyaltaldn nem kovetkeztethetiink arra,
hogy ezek metszetéb?l kivalaszthat6 részsorozat. Ellenpéldaként vegyiink egy R?-ben halad6 sorozatot.
Tegyiik fel, hogy (szerencsétlen médon) az egydimenziés B?W-tétel az els? komponensek sorozatabdl a
paros index?eket, a mdsodik komponensek koziil a paratéan index?eket valasztja ki. Ekkor a kétdimenzids
sorozatnak nincs olyan részsosozata, mely a komponensorozatok kozos indexeikb?] vdlaszhato ki, tekintve,
hogy a kdzos indexen halmaza iires.

A fentiek miatt olyan médon kell konvergens részsorozatokat kivdlasztanunk, mely bizonyosan végtelen sok
kozos indexel rendelkeznek. A konstrukcid a kovetkez?.

Bizonyitas
Legyen

a(‘7)‘ |:_-'\":I)

Mm

(RY)%
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egy N komponens? sorozat, mely korldtos RN-ben. Ekkor a komponenssorozatok is korldtosak. Az
egydimenzids B?W-tétel szerint az

(al?)

sorozathoz létezik | indexsorozat ugy, hogy az
I:a":zil ]:I 0o,

konvergens részsorozat. Hasonl6képpen, de a
(af:') 0 0y

sorozatnak is van
(a?) ooy 00

konvergens részsorozata. Megéllapithatjuk, hogy a

(al?) ooy 00y

sorozat szintén konvergens, mert konvergens sorozat részsorozata. Ugyanigy léteznek |, , ...,
indexsorozatok, hogy a

(1)
(a,’) oo
(aP) ooy 00
Vo 1 2
(@™ oo, 0000...00y
n 1 2 0... N
sorozatok mind konvergensek és igy tetsz?leges k=1...N-re

(k)

n )0010020...00yN

(@
is az, ami pontosan azt jelenti, hogy az

(:an) 0010020...00N

sorozat komponensenként konvergens, azaz konvergens. A

01 00920...00nN
tehét olyan indexsorozat, mely konvergens részsorozatot vélaszt ki (a,)-b?l.

B?W-tétel mint a B?W-féle kivalasztasi tétel kovetkezménye

Az el?bbi tétel milhatatlan fontossagu kovetkezménye az amit sokhelyiitt szintén
Bolzano?Weierstrass-tételnek neveznek vagyis, hogy egy R-beli halmaz pontosan akkor korlatos és zart, ha
kompakt. Itt egészen pontosan sorozatkompaktsdgrol van szd, azaz arrdl, amikor egy tetsz?leges H R

Bizonyitas



Bolzano?Weierstrass-tétel

halmazra teljesiil, hogy minden H-beli értékeket felvev? sorozatnak van H-beli hatarérték? konvergens
részsorozata.

B?W-tétel ? Egy H R halmaz akkor és csak akkor korlatos és zart, ha sorozatkompakt.

Bizonyitds. E17szor tegyiik fel, hogy H korlatos és zart. Ekkor a Bolzano?Weierstrass-féle kivalasztdsi

tételb?] kovetkezik, hogy minden H-ban haladé sorozatnak ? minthogy ezeket lefedi a korlatos H ? 1étezik

konvergens rélszsorozata. H zartsdgabodl pedig az kovetkezik, hogy minden H-beli értékeket felvev?

konvergens sorozat hatarértéke szintén H-beli, amivel az dllitas els? fele bebizonyosodott.

Masrészt legyen H sorozatkompakt. Ha nem lenne korlatos, akkor tetsz?leges n természetes szamra
H,={zcH||x|>n}#0

lenne, €s igy a kivdlasztdsi axioma segitségével definidlhatunk egy (s ) sorozatot, melynek elemei rendre

H, -beliek. Ekkor minden n természetes szdmra s > n, €s gy tetsz?leges (k) indexsorozatra (szig. mon.

novekv?) Is(k )l >k > n, ami azt jeleni, hogy (s )-nek nincs konvergens részsorozata.

A zartsaghoz tekintsiik H lezartjanak egy h elemét. Ekkor 1étezik h hatarértékkel H-beli elemekb?l
konvergens sorozat, melyb?l a sorozatkompaktsidg miatt sziikségképpen h  H kovetkezik. QED

A tétel parja a Borel?l ebesgue-féle lefedési tétel, mely szerint korldtos és zart R-beli halmaz minden nyilt
lefedéséb? kivalaszthat6 véges részlefedés (korlatos és zart R-beli halmaz kompakt).

Ellenpélda végtelen dimenziora

A tétel végtelen dimenzids esetben nem igaz. Vegyiik példul a korlatos valés fiiggvények
B([—1,+1],R)

terében a szuprémumnormat:
FI] =aes sup{|f(z)| | = € [=1, +1]}

és a bel?le definidlhat6 tdvolsdgot. Ebben az esetben a pératlan gyokkitev?j? gyokfiiggvények

fn = 2"+\l/-_ (_fn(:l‘) - 2”+\yl_‘)

sorozata nem konvergens. Ez amiatt van, hogy az itteni konvergenciafogalom ugyanaz, mint a
fiiggvénysorozatok egyenletes konvergencidjanak fogalma. Bar ez a fiiggvénysorozat pontonként konvergél a
szignumfiiggvényhez, de a sorozat a szignumfiiggvény minden kornyezetéb?l kilép. Emiatt még az is igaz,
hogy egyetlen részsorozta sem lehet konvergens (azaz egyenletesen konvergens), holott a fiiggvénysorozat
maga korlatos (u.is. belefoglalhat6 az azonosan O fiiggvény 2 sugarui kornyezetébe).

Megjegyzés. A tétel azon iranya, mely a sorozatkompaktsagot tételezi fel, igaz marad minden metrikus
térben.

B?W-tétel mint a B?W-féle kivalasztasi tétel kévetkezménye 5
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Bolzano?Weierstrass-tétel
Példa alkalmazasra

A Bolzano?Weierstrass-tételt felhasznalhatjuk példdul arra is, hogy igazoljuk, hogy R-ben (tehdt RN-ben is)
minden Cauchy-sorozat konvergens.

Kiils? hivatkozasok

e A PlanetMath Bolzano-Weierstrass theorem szécikke
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