Borel?Lebesgue-tétel

A Borel?Lebesgue lefedési tétel vagy Heine?Borel-tétel a matematikai analizis egy a zart, korlatos
intervallumok lényeges tulajdonsdgara ramutaté tétel. Altaldnositdsa érvényes R"-ben is, tovabba a
topologikus terek elméletében a kompakt halmaz fogalméanak motivacidjaul szolgal.
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A tétel

Tétel ? (Dirichlet 1862, Heine 1872) ?Ha K R korlétos és zart halmaz és K-nak [$%i)ier nyilt lefedése,
akkor ebb?] kivélaszthat6 véges sok elem, mely még mindig lefedi K-t.

(A K nyilt lefedésén olyan nyilt halmazokbdl 4116 (£%i)ic1 halmazrendszert értiink, amire teljesiil, hogy K
részhalmaza ($%i)ier unidjanak.)

Bizonyitas
Cantor-tétellel

A Cantor-féle kozosrész tétel egy ekvivalens megfogalmazasét fogjuk hasznélni. Eszerint, ha (£ Jaga
R-beli korlatos és zart halmazok olyan nemiires rendszere, hogy minden A indexre létezik olyan A

index,hogyF F F (azaz lefelé irdnyitott), akkor az ¥ nJacA halmazrendszer metszete nem iires.

Jelolje A az I véges részhalmazainak halmazit és legyen tetsz?leges A-ra:
F, =K\
(1<a

Ekkor a (#=)ac4 halmazrendszer olyan, hogy minden eleme korltos és zart R-ben és tetsz?leges
A-raa := U elemolyan,hogyF F F</sub> </sub>. A tételt azt igazoln, ha beldtnank, hogy van
olyan A, hogy F # ,ugyanis ekkor

K Q U Qé
(1al

teljestilne.

Ha (£=)aca minden eleme nemiires volna, akkor a Cantor-axiéma fenti alakjabdl kovetkezne, hogy

(] Fa #0

acA
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Borel?Lebesgue-tétel
ami ellentmondas, hiszen (£=]
kovetkezik, hogy

Nr-mU (Un)-Kya-o

1€a el

=«£4 definicidjdbol és a halmazkivondsra vonatkozé de-Morgan-szabdlybodl

! . z : (€)-
Fa)aea pak olyan eleme, mely iires, és az ezt indexez?  A-vala '*%

(?

lefedés lesz.__¢

Tehat van | i€ a kivéant tulajdonsdgui

Bolzano? Weierstrass-tétellel

Mivel R teljesiti a masodik megszamladlhatdsagi kritéruimot, azaz van megszamlalhaté kérnyezetbazisa
(példaul a raciondlis végpontu nyilt intervallumok ilyet alkotnak), a K korlatos és zart halmazt lefed?
rendszerb?l kivalaszthaté megszdmlalhato részlefedés. Legyen ez ( ;)._, . Definidlunk egy K-ban haladé (x,)
sorozatot. Ha | lefedi K-t, akkor megtalaltuk a véges részlefedést. Ha | nem fedi le K-t, legyenx, K\ .
Ha , , mar lefedi K-t, akkor szintén megtaldltuk a véges részlefedést. Ha nem, legyen x, K\ ( , 5)-
Igy folytatva biztos lesz olyan n, hogy ( Ji_," mar lefedi K-t. Tegyiik fel ugyanis, hogy nem fedné le. Akkor
(x,) egy végtelen, K-ban halado sorozat lenne, aminek a Bolzano?Weierstrass-tétel szerint lenne . K
s?r?s0dési pontja. Mivel ( .)._, lefedi K-t ezért u-t is tartalmazza egy | nyilt halmaz. u-nak van _-be es?
nyilt kdrnyezete, €s ebben a kdrnyezetben végtelen sok (x,)-beli tag. (x,) konstrukcidja szerint minden n-re

( ;);_,"-ben csak véges sok tag lehet. Ez azonban ellentmond annak, hogy médr magdban _-ben is végtelen
sok tag van.

Tehat a véges nyilt lefedés kivalasztasanak fenti konstrukciéja véges sok 1épésben véget ér (bar, hogy mi lesz

ez a szam, el?re nem tudjuk megmondani sehogyan sem; s?t, mdr magat ( .),_, sem fogjuk tudni megadni
konstruktivan, kézzelfogahaté6 médon).

A tétel megforditasa

A lefedési tulajdonsag motivalja a kompakt halmaz fogalmat. A K R halmaz kompakt, ha minden nyilt
lefedéséb? kivalaszthat6 véges részlefedés. Ekkor a Borel ?Lebesgue-tétel megforditasa érvényes:

Tétel ? R-ben minden kompakt halmaz korlatos és zart.

Bizonyitds. Legyen K kompakt halmaz.

El?sz6r a korldtossagot latjuk be. Legyen u tetsz?leges R-beli pont. Ekkor vildgos, hogy a (B(u,n)),
rendszer lefedi K-t. Ebb?I kivalaszhat6 véges részlefedés, melyek koziil a legnagyobb sugari lefedi K-t, igy K

atmér?je legfeljebb ennek a sugdrnak a kétszerese.

Vegyiink egy tetsz?leges x pontot K komplementeréb?l (x K). A
d(y.z)\
(B(y 2 ) )UEK

rendszer lefedi K-t igy létezik n darab y,, ..., y, K-beli elem, hogy
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Ha r a legkisebb sugar mindkoziil, akkor a B(x,r) halmaz nem metsz bele az iménti lefedés egyik elemébe
sem, igy K-ba sem. Tehat K komplementere nyilt, K pedig zart.
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e A PlanetMath Heine-Borel theorem szdcikke
® Animacio

A tétel megforditasa


http://wiki.math.bme.huhttp://planetmath.org/encyclopedia/HeineBorelTheorem.html
http://wiki.math.bme.huhttp://www.math.uni-sb.de/ag/schreyer/oliver/calendar.algebraicsurface.net/calendar.php?mode=youTube&day=07

	Borel?Lebesgue-tétel

