Dimenzi6tétel

A dimenziététel a linedris leképezések magterének és képterének dimenzidja kozotti szoros (komplementer
jelleg?) kapcsolatra mutat rd. Azt éllitja, hogy ha A: V — U linedris leképezés, ahol V véges dimenzids
vektortér, U pedig tetsz?leges vektortér, akkor

dim Ker(A) + dimIm(A) = dim(V)
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Az A : V — U linedris leképezés magtere:

Ker(A) =4 {v €V | Av =0}

vilagos, hogy ez altér. Ugyanis altér jelemzhet? tigy, mint olyan részhalmaz a térben, mely zart az
Osszeadasra és a skalarral tortén? szorzasra. De Ker(A) ilyen, mert tetsz?leges u, v vektorra

Av=0AN Au=0 = Av+Au=0 = A(v+u)=0
és
Av=0 = AAv)=0 = A(Av)=0

A specidlis V =R, U = R™, esetben példaul bazist az A leképezés [A] matrixdnak Gauss-elimindcidjaval és
az [A]x=0 homogén egyenletrendszer megoldasaval nyerhetiink (példa itt).

Képtér

Az A : V — U linedris leképezés képtere:
Im(A) =4 {Av €U |v eV}

vildgos, hogy ez altér. Ugyanis alkalmas v és u vektorokkal:
Av + Au= A(v +u)

és
A(Av) = A(Aw)
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Dimenzi6tétel

A specidlis V =R?, U =R™, esetben példdul igy nyeriink bazist, hogy a A leképezés [A] matrixanak
oszlopvektorai koziil Gauss-elimindcidval kivalasztjuk a legtobb vektort tartalmaz6 linedrisan fiiggetlen
rendszert (példa itt).

Bizonyitas
Ha vessziik Ker(A) egy
B = {by,....b}
bazisat (Ker(A) dimenzidja tehat k) akkor vilagos, hogy a baziselemek képei altal kifeszitett

(Aby, Abs, ..., Aby)

altér az U-beli trividlis {0} altér. Vilagos, hogy ha vesziik egy Ker(A)-n kiviili ¢ vektort, akkor ez mar nem
képez?dhet a {0}-ba. Megfogalmazhatjuk tehdt azt a sejtést, hogy ha B-t kib?vitijiik V bazisdvd, mondjuk a

C={cy,...,c}

fuggetlen vektorrendszerrel, akkor C elemeinek képei Im(A) bazisat fogja adni. Ezt fogjuk igazolni, azaz
hogy

(Acy, Acy, ..., Ac)) = Im(A)

és ami a tétel dllitasat igazolja: Im(A) dimenzidja pont /.

1. El?szor belatjuk, hogy { Ac,, Ac,, ...,Ac, } generdtorrendszere Im(A)-nak. Legyen
v =Au

Mivel B + C bazisa V-nek, ezért u el?4ll (egyértelm? médon)
u = Aby + Aoby + ...+ Apb + ey + pocy + .+ g

alakban. De u képében a B-beliekkel el?4llithatok a {0}-ba mennek, igy mar a C-b?l jov? képek is el?allitjak
Au-t:

Au = A()\lbl + Aobo + ... + )\kbk) -+ A(,LllC] + MaCo + ... + ,UlCI) —

=0+ A([l.lCl + poCo + ... + ycy)
= i Acy + psAco + ... + 1Ag

2. Belatjuk, hogy { Ac,, Ac,, ...,Ac, } fiiggetlen vektorrendszer is, tehdt dimenzidja /.
Tegyiik fel, hogy vannak ,, ,, ..., ;szdmok, melyekkel
mAc, +1wAc + ... + 1A =0

A fiiggetlenséghez az kell, hogy ,, ,, ..., k mind nulldk legyenek. Természetesen a bal oldalon
kiemelhetiink A-t, tehat:
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Dimenzi6tétel
A(riey +eg + ... +ye) =0
Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy ha az
U = 1€ + vacs + ... + VG
roviditéshez folyamodunk, akkor

u € Ker(A)

azaz az u vektor B-beli elemekkel is és C-beli elemekkel is el ?llithatd. De ez csak ugy lehet, hogy u=0, ami
pedig csak akkor van,haa , ,, ..., ;szdmok mind nulldk.

Mindez azt jelenti, hogy { Ac,, Ac,, ...,Ac, } bazis, amib?l kovetkezik, hogy az 4ltala kifeszitett altér
dimenzidja [. De a kifeszitett altér pont Im(A), igy azt kaptuk, hogy

dim(Im(A)) =n—£k
vagyis, amit be akartunk 14tni.
Megjegyzés

Vildgos, hogy a fenti bizonyitdsban a B altal general altér és a C 4ltal generalt altér kozos része a {0} (vagyis
csak a O-t dllitjak el? mindeketten). Ugyanis, ha lenne v # 0, hogy

v = Aby + Aobo + ... + Ay
és kdzben

V= [1C + MaCo + ... + UpCp
akkor mindkét egyenletben a skaldrok ko6zott lenne nemnulla, és a két egyenletet kivonva egymasbdl hpnank,
hogy a 0 vektor el?4ll olyan B és C-beli elemek linearis kombinaciéjaként, ahol az egyiitthaték kozott van
nemnulla. Ez viszont az jelentené, hogy B U C nem fiiggetlen rendszer (holott B U C a B egy kib?vitése a V
bazisava).

Ilyenkor azt mondjuk, hogy a V vektorteret el ?4llitottuk a B 4ltal kifeszitett és a C altal kifeszitett alterek
direkt dsszegeként:

V = (B)a& (C)
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