Hesse-matrix

A matematikdban, k6zelebbr?l a matematikai analizisben Hesse-féle matrixnak egy tobbvaltozds valds

fiiggvény masodrend? parcidlis derivaltjaibdl alkotott négyzetes matrixat nevezziik. [Lang]
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n-valtozods valods fiiggvény. Ha mindegyik masodrend? parcidlis derivaltja 1étezik az f értelmezés
tartomanydnak egy x bels? pontjaban, akkor a Hesse-mdtrix matrixelemei a

H (z));; = 62 f(2)

szdmok, ahol x = (x, x,, ..., x,), i, j tetsz?leges szamok 1-t? n-ig, aij pedig a masodrend? parcidlis derivalds
jele.

A Hesse-féle matrix determindnsa a Hesse-determindns. A Hesse-determinans elnevezést el?szor James
Joseph Sylvester haszndlta, Ludwig Otto Hesse tiszteletére, aki el?szor vezette be és
MHiiggvénydetermindnsnak? nevezte. [Mill
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Hesse-matrix
Hesse-matrix szimmetrikussaga

A Hesse-matrix f?4tl6jan kiviili elemei a vegyes masodrend? parcidlis derivéaltak. Young tétele értelmében ha
az f fiiggvény az u pont egy kornyezetében mindeniitt kétszer parcidlisan differencialhat6 és az u pontban a
masodik derivaltak folytonosak, akkor a parcidlis derivalas nem fiigg a derivalas sorrendjét?l, azaz a vegyes
derivaltak egyenl?k. Ez pontosan azt jelenti, hogy a Hesse-matrix szimmetrikus. Példaul kétvaltozés f
fliggvénynél (u-ban fkétszer folytonosan differencialhato)

| FPfu)  *f(u) .
£, _ _ _ fr,
[H (u)l2r = Oyox n dzdy = [H (u)l:2

A Hesse-matrix mint a derivalttenzor matrixa

Ha az f fiiggvény az U halmazon értelmezett n-véltozos valos fiiggvény és az U halmazon létezik az f
gradiense, és a grad(f) : U — R" leképezés totdlisan differencidlhaté az u U pontban, akkor a
gradiensfiiggvény differencidljdnak matrixa a sztenderd bédzisra vonatkozdlag éppen a Hesse-métrix:

[d (grad f)(u)] = HY (u)

A d (grad f)(u) tenzor tekinthet? tigy, mint az f mdsodrend? differencidlja az u-ban és teljesiil r4, hogy minden
x Umra:

F(@) = flu) + grad £(u) - (z — w) + (@ — u)H (u)(z — u) + £(2) 2 — u|

-

ahol folytonos u-ban és ott elt?nik.

Stacionarius pont és széls?érték létezése

Ha a tobbvaltozds valés f kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor az értelmezési tartomdnyédnak u pontjat
stacionarius pontnak nevezziik, ha

grad f(u) =0

ha a Hesse-determindns u#-ban nulla, akkor ez degeneralt kritikus pont.

A Hesse-matrix segitségével megfogalmazhato a tobbvaltozés valds érték? fiiggvények
masodikderivalt-probaja. Tegyiik fel, hogy az u pontban az f-nek staciondrius pontja és legyen

QL(v) = vH (u)v
a H(u)-hoz asszocidlt kvadratikus leképezés.
Ha a QY (v) kifejezés pozitiv minden nemnulla v vektorra, azaz ha Q/, pozitiv definit, akkor f-nek u-ban

lokdlis minimuma van. Ez a tulajdonsdg Sylvester tétele alapjan az jelenti, hogy H/(1) matrixdnak bal fels?
kvadratikus aldetermindnsai csupa pozitiv értékeket felvev? sorozatot alkot:

O flu) >0, Ld_e_t} 0;;f(u)] >0, ... det Hf(u) >0
=2,) <2 !

Hesse-matrix szimmetrikussaga 2
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Ha a ¥ (v) kifejezés negativ minden nemnulla v vektorra, azaz ha Q, negativ definit, akkor f-nek u-ban
lokdlis maximuma van. Ekkor az aldeterminansok el?jelvaltéak:

o flu) <0, ldet})[@gjf(u)] > 0, 1dve.t3[[91-J~f(-u,)] <0, ... det H (u) < (>)0
=2,]%2 =1,j <!

Indefinit esetben vagyis amikor Q felvesz pozitiv és negativ értékeket is, a proba 4llitdsa szerint biztosan
nincs széls?érték. Szemidefinit esetben, amikor van olyan nemnulla v, amire Q/ (v)=0, a préba nem jar
sikerrel.

Lasd: [Kris

Kétvaltozos fiiggvény széls?értékei
Specidlisan kétvéltozos fiiggvények esetén a proba konkrétan a kovetkez7k ellen?rzését jelenti:
1. hadet H (1) >06és 0 1fw) >0, akkor u-ban lokalis minimum van,
2. hadet H (1) >06és 0 1/w) > 0 (<0), akkor u-ban lokalis maximum van,
3. ha det H/(u) < 0, akkor u nincs lokalis széls?érték (valamilyen tipusd nyeregpontrdl beszéliink)
4. ha det H/(1) = 0, akkor a proba nem jart sikerrel.<ref>Baldzs Marton ? Kolumban
Jozsef,Matematikai analizis 205. o., Ed. Dacia, Cluj-Napoca 1979. </ref>

Megjegyzés. Ha a Hesse-matrix elemei

HY (u) = (; f)

akkor a Hesse-determindnsa D = AC - B2 és igy olyan eset nincs, hogy 9,,f(u) = 0 lenne, mikozben D > 0.
Példak
Definit eset
Legyen
flz,y) =2* + 2y +y°
Ekkor grad f=(2x+y, 2y + x ), vagyis az els?derivalt proba szerint a

2x+y=0
2y+x=0

egyenletrendszer megoldésai koziil keriilhetnek ki a széls?értékek. A megoldas: (x,y) = (0,0).

A madsodik parcidlis derivaltakat kiszdmitva, a Hesse-mdtrix minden pontban

/201
HY (z,y) = (1 2)

Stacionarius pont és széls?érték létezése 3
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Hesse-matrix
azazdet /=4 -1=3>06s9d,,f=2> 0 miatt (0,0) széls?értékhely és minimumpont.
set pm3d

set size 0.8
set xrange [
[
[

set yrange
set zrande [—
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics

unset ztics

unset key

unset colorbox

splot x*x+x*y+y*y
Indefinit eset
Legyen
f@y) =2 + 2y~
Ekkor grad f=(2x + y, -2y + x ), melynek zérushelye a (0,0) pont.
A Hesse-matrix minden pontban

Flo o 2 1
H (z,y) | 9
innen det H' = -4 - 1 = -5 <0, igy a préba megint sikeres, éspedig allithatjuk, hogy (0,0) biztosan nem
sz€ls?értékhely. Ebben a pontban a fiiggvények igy nevezett nemdegeneralt nyeregpontja van. Egy
staciondrius pont nem degeneralt, ha abban a pontban a Hesse-féle detremindns nem nulla érték?.

set size 0.8
set xrange [
[
[

set yrange
set zrande [—
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics

unset ztics

unset key

unset colorbox

splot x*x+x*y-y*y
Szemidefinit eset

Legyen

flz,y) = 2% 4 229 +

Definit eset
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Hesse-matrix

Ekkor grad f=(2x + 2y, 2y + 2x ), igy a gradiens zérushelye minden olyan (x,y) pont, amire x = - y. Ezekben
a pontokban a Hesse-matrix:

2

2

HY (z,y) = (
azaz det Hf = 4 - 4 = 0, azaz a pr6ba nem jart sikerrel. De tudjuk, hogy

v N

t

2 2

flz,y) =2* + 22y +y* = (z + )

ami pontosan akkor minimadlis, ha x + y = 0, és ezeken a helyeken valoban széls?értéke van mert itt a
fliggvény a lehet? legkisebb, azaz 0 értéket veszi fol.

set pm3d

set gize 0.8,0.8
set xrange [-1:1]
set yrange [-1:1]
set zrange [-2:2]
set view 50,30,1,1
unset xtics

unset ytics
unset ztics
unset key
unset colorbox

splot x*x+2*x*y+y*y
Implicit médon megadott gorbe szingularis pontjai
Azt mondjuk, hogy az

F(z,y) =0
egyenlettek megadott gorbének szinguldris pontja az (x,,y,) pont, ha ebben a pontban az F fiiggvénynek nincs
intervallumon értelmezett differencidlhaté implicit fiiggvénye egyik valtozoéra vonatkozoélag sem (azaz egyik
véltozé sem fejezhet? ki lokdlisan a masikkal). Szinguldris pont sziikséges feltétele az

Fzo,y0) = 0, O F(zo,40) = 0, Oy F(z0,90) = 0
egyenletek egyidej? fenndlldsa.

Ha F kétszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény és az origéra a fenti egyenl?ségek teljesiilnek, akkor az F
fiiggvény (0,0)-beli Hesse-determindnsa vizsgélatdval a gérbe néhdny jellegzetes vondsara
kovetkeztethetiink. Lasd: [Berm]

Az F-et masodrenden kozelit? kvadratikus leképezés szaméra a D = AC - B> Hesse-determindns ellentettje
egyfajta diszkrimindnsként m?kddik. Harom eset lehet. D < 0 esetén a kvadratikus leképezéshez nincs olyan
irdny, amely mentén az mindenhol nulla lenne. D = 0 esetén egy ilyen irdny van, D > 0 esetén két kiilonbdz?
ilyen irdny van.

1. Ha det HF(0,0) > 0, akkor (0,0) izoldlt pontja a gérbének (pl.: (x* + y?)(1 ? y) = 0 az origéban). Ez
azzal indokolhatd, hogy ekkor az F' leképezésnek (0,0)-ban szigorii lokdlis széls?értéke van, igy

Szemidefinit eset 5
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annak egy kornyezetében az F fiiggvény az (0,0)-t kivéve sehol sem nulla. fgy az (0,0)-beli implicit
fiiggvény egyediil az egyelem? {x,} halmazon értelmezett y (x,) = y, fliggvény.

2. Ha det HF(0,0) < 0, akkor (0,0)-ban a gorbe dtmetsz? (pl.: az x*> + y* ? 3xy = 0 Descartes-féle
levélnél). Hiszen ekkor a (0,0) pont nyeregpont, igy a feliilet biztosan legalabb két kiilonb6z?
irdnyban 4tmetszi az [xy] sikot.

3. Ha det HF(0,0) = 0, akkor a gérbe szimos médon viselkedhet; az egyik példdul, hogy sajat magéaval
érintkezik els? rendben, azaz két dgdnak ugyanaz az érint?egyenese (pl.: x* ? y* = 0). De dtmetsz? is
lehet, példédul az x?y? = 0 egyenletnél.

Feltételes széls?értékprobléma Hesse-matrixa

Ha az

flzy, 2o, .., 2,),
fliggvény

glxy,29,...,2,) = €,

korl4tozdsnak aldvetett megszoritdsanak széls?értékeit keressiik, akkor ezt az
J+Ag—c)

fliggvény szabad széls?értékeinél kell keresniink. Ha elégségességi vizsgdlatokat is szandékozunk végezni,
akkor felirhatjuk az f+ g feladat Hesse-mdtrixdt, a  j véltozdval kiegészitve:

S AT T T
SII drq dra dzq dr, dry
ORI T R )
Axe A1y 5'_1::% dza dry g
A
Ht Ty By By A) =
#r _&f 8
dry dr1 dzn dzo dx Az
O3 5. SR B9 0
L 5‘1!1 5'1:3 3I,,. a

Vilagos, hogy ez a matrix soha sem lesz definit, mert a (0,0,...,1) nemnulla vektoron a z + z'Hz leképezés a
0-t veszi fol. Am ha méar az n x n-es bal fels? blokk definit, akkor mar kijelenthetjiik, hogy szigoru, lokélis
sz€ls?€rtékr?] beszélhetiink (pozitiv definit esetben minimumrol, negativ esetben maximumrol).

Ez amiatt van, hogy a z'Hz kvadratikus leképezést a feltételi egyenletnek megfelel? alakban kell felirni, azaz
ha (z,, z,...., z,) tetsz?leges vektorok, akkor a

2 HY »

kvadratikus alakot a feltételi egyenlet differencidldsdval add6dé

Implicit médon megadott gbérbe szingularis pontjai 6



Hesse-matrix

g g g
—2 —2+ ...+ —2,=0
drq ! oxy 2+ H or,,

egyenletben szerepl? valamely alkalmas véltozot kell kifejezni a tobbi fiiggvényében és az igy ad6do z'Hz
kvadratikus leképezést kell tovabb vizsgalni.
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