Komplex_szamok_elemi_analitikus_tulajdonsagai

A komplex szamok teste, mint kétdimenzids valds test feletti vektortér els? megkozelitésben vizsgalhaté a
valés analizis eszkozeivel. A komplex szorzds m?velete miatt azonban olyan jellegzetességek és
sajatossdgok tapasztalhatok ebben a vektortérben, melyek nagy mértékben indokoljak a kimondottan
komplex analitikus fogalmak 1étét.
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Topologikus fogalmak

A C testen, mint az R? vektortérbeli (a,b) a+ biés (c,d) ¢+ dielemeia

(@ +bi) - (¢ +di) =401 (ac — bd) + (ad + be)i

szorzasdval ellatott testen értelmes topoldgiat alkot, az R?
1,9l 2= (2l + [y[)

normdja altal generalt topolégiaja. Specidlisan p = 2 -re az euklideszi topoldgiat, a

(@,9)] == Ve +1oP

norma topolégidjat kapjuk. (Természetesen teljesen mindegy, hogy melyik normat vessziik R2-ben, mert
mindegyik ugyanazokat a nyilt halmazokat hatirozza meg).

Azt, hogy értelmes ezt a normat, illetve topoldgiat bevezetni C-n az indokolja, hogy C mindkét m?velete
folytonos ezekben a normékban.

Osszeadas

Rogzitett a + bi komplex szdmra az

(a,b) +. :R* = R%,  (z,y) = (Z i ;)

leképezés valds affin leképezés, igy nemcsak folytonos, de totdlisan differencidlhaté és Jacobi-maétrixa az
egységmatrix (differencidlja pedig az identitds leképezés). Emiatt még valds analitikus is, hiszen az a + x és b
+ y fiiggvények trividlis hatvanysorok.
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Az, hogy ez a fliggvény folytonos amellett, hogy linedris, geometriai indokokkal is megokolhat6, hiszen a C
—: Celtolds egy z pontot egy z + z, pontba viszi, €s a z koriili gdbmbot ugyanolyansugaru z + z,, koriili
gombbe képezi le. Vildgos, hogy ekkor a tdvolsdgtartds miatt folytonos lesz a fiiggvény ( = lesz a
definiciéval tortén? igazolaskor).

Természetsen a (z,w) = z + w leképezés is folytonos lesz, az R? x R? szorzattér és a R? tér topolGgidja
szerint. (S?t valos analitikus.)

Szorzas

Rogzitett a + bi komplex szdmra az

v .m2 . R? ax — by
((l,b) . . R ? R ) (l‘? y) = (bl“f‘a'y)

szorzas szintén folytonos, s?t totdlisan differencidlhaté (s?t valés analitikus) leképezés, hiszen R-linedris és
Jacobi-matrixa:

: —b
o3 )

Megjegyzend?, hogy a komplex szdmok martixreprezentdcidja pontosan ilyen alakd métrixok halmazaként
definidlja C-t (persze a és b valdsak), ahol a szorzds a méatrixszorzés. Ez a fenti Jacobi-métrixbdl is jol
l14thatd, hisz linedris leképezések differencidlja pont ugyanaza leképezés, igy két ilyen kompozicidjanak a
szorzata egyenl? a differencidljaik szorzatdval.

Tovéabba szintén geometriai indokokkal, a szorzds forgatva nytjtds, igy a gombot egy elforgatott és
megnyujtott gdmbbé valtoztatja at, ami esetén az -hoz a  a nyujtdsi radnybdl visszaszamolva nyerhet?.

A szorzés C-linerdis is, hiszen maga a C-lineris C-skalarral szorzas.
Multiplikativ inverz
A nemnullvektorok halmazén értelmezett

T

) FRE \ {(0,0)} = R?, (z,y)+~ ;1?2_+

leképezés szintén folytonos, st differencidlhat6 (hiszen olyanokbdl van azt meg?rz? médon Osszetéve).
R- és C-linearitas
Azf.C— C

a+bir— c+di

leképezés definicié szerint R-linedris, ha mint R%-b?1 R?-be men? fiiggvény, azaz

Osszeadas
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(a,b) — (c,d)

linedris a valds szamok teste felett. Az R-linedris fiiggvények 4ltaldnos alakja, mint kétvaltozods fiiggvény
nyilvan:

_ 11T + a2y / r
z.y) = =A-
fz,y) (GQJI + 0221/) (y)

ahol A matrixelemei valés szamok. Komplex alakba irva:
f(2) = a1 Re(z) + ajplm(2) +i(ag Re(z) + aglm(z2)) =

— ((L“ -+ i(lgl)Re(Z) -+ ((l“ + 1022)1111(2) —

= + (a1 + lag)(—i) =

-~ ~
o~

o~

= (ay; + iag )

~ o~

— + (age — 0'121) =

= (a1 + iag)

=W 2+ WweZ

ahol w,=(a,, + a,,)/2 +i(a,,-a,,)/2 és w,=(a,, - a,,)/2 +i(a,, + a,,)/2, azaz tetsz?legesen valaszthat6
komplex szamok.
Vildgos, hogy csak a w,z tag C-linedris is egyben, a mdsodik nem. Tehdt kimondhatjuk:

Egy f(z) R-linedris leképezés akkor és csak akkor C linedris, ha az f R-linedrist reprezentalé A matrix elemei
kozott fennall:

@11 = Q22 ¢
Q12 = —a2

Ezeket az egyenleteket akar Cauchy?Riemann-egyenleteknek is nevezhetnénk amiatt, hogy a komplex

fiilggvények, mint R>-b?1 R2-be men? differencialhat6 fiiggvény Jacobi-madtrixaira vonatkoztatva ezeket, az
el7bbi médon nevezik 7ket.

Normalt algebra

[zyll < [l«][ - [ly]]

esetén az algebrat normalt algebrdnak nevezziik (ekkor persze a szorzds folytonos a norma 4ltal generalt
topoldégidban).

C kétdimenzids normadlt algebra az R test felett a komplex szorzassal és az euklideszi normdval, mert
lzyllz = [l]l2 - [|yll2

s?t, Il.Il,-t abszolutérték fiiggvénynek is nevezziik ilyenkor. Megjegyezziik, hogy C a maximumnormdval
elltva is normadlt algebra.

Azonban C sajat maga felett (azaz komplex médon) egydimenzidés normadlt algebra, a norméja a komplex
abszolutérték.
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