Matrix_rangja

Egy n x m-es matrix rangjan a matrix oszlopai 4ltal kifeszitett R"-beli altér dimenzidjat értjiikk. A matrix
rangja tehat &, ha oszlopai koziil kivalaszthat6 k db linedrisan fiiggetlen, de £ + 1 db mar nem.
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Definicio

HatehatazA R™™ matrix alakja:

|
| |
A= }11 AQ -'4m
|
|

| |
\| )
ahol A, A,. ..., A_ az oszlopai, akkor
r(A) :=dim({A, Ay, .. A, })
ahol

({A1, Ag, .. A}

jeloli az oszlopvektorok altal kifeszitett (generdlt) alteret.

Példak
1.
1 2 3 1 2 3
A=10 5 4 r(A) :=dim 01,1 51,14
0 10 2 0 10 2

ekkor

Vildgos, hogy az els? két vektor fiiggetlen rendszert alkot, tehdt r(A) legaldbb 2 (és legfeljebb 3, mert ilyen
hosszuiak). A kérdés, hogy a harmadik kifejezhet?-e az els? kett? linedris kombindcidjaként, azaz
megoldhaté-e az

egyenletrendszer (|, ,)-re? Akib?vitet martix maga az A. Ebb?l Gauss-elimindcidval (a koz€ps? kétszeresét
kivonjuk a legals6bdl)
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1 2 3
0 5 4
0 0 —6

Az alsé sor igy:
0-A+0-Xg=—6

aminek nincs megolddsa. Tehat a harmadik oszlop nem fejezhet? ki az els? kett? linedris kombinacidjaval,
igy fiiggetlenek, ergd a rang 3.

Altalanosan: ha az A n x n-es mdtrixot Gauss-elimindlva hdromszégmdtrix jon ki, nemnulla
fldtlobeli elemekkel, akkor A rangja a dimenzio: n.

2.
1 2 3 1 2 3
B=[06 4]~{[0 6 4] =1(B)=2
0 3 2 00 0

mert alsé sor tividlisan teljesiil, a fels? kett?bdl pedig kifejezhet? |, ,, éspedig: ,=4/6 =2/3, | =5/3 (és
persze az els? két oszlop fiiggetlen, mert a masodikat a 2 nemnulla miatt sehogyan se lehet kifejezni az
els?b?] ennek a két nulldja miatt).

Sorrang és determininsrang

A fenti fogalmaz oszloprangnak nevezziik. Belathat6, hogy a fiiggetlesn sorok maximadlis szdma ugyanannyi,
mint a fiiggetlen oszlopok maximadlis szdma, azaz a sorrang egyenl? az oszlopranggal. Ebb?1 az is
kovetkezik, hogy

AcRY™ = 1(A)<n é r(A)<m

A szdmoldsokban hasznos a kovetkez? tétel. Nevezziik egy tetsz?leges martix esetén aldetermindnsnak azt,
hogy a métrix tetsz?leges négyzetes részmatrixdnak vessziik a determindnsét. Négyzetes részmdtrixot agy
véalasztunk ki, hogy vessziik a métrix valamely k db oszlopét és k db sorit, és a metszéspontokban 1év?
elemekb?l alkotunk egy métrixot. Az ilyet még k-adrend? minormadtrixnak, determindnsét k-adrend?
aldetermindnsnak is nevezziik. Ha a matrix n X n-es kvadratikus, akkor maga is sajét maga egy (n-edrend?)
minormatrixa. Ekkor

Tétel. Az A matrix rangja az r szadm, ha van r-edrend? nemulla aldeterminansa, de nincs r + 1-ed rend?
nemulla aldeterminénsa.

Ez ut6bbi fogalmat determinansrangnak nevezziik és mely atétel szerint egyezik a ranggal.
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1
M=10
0
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Tekintsiik a determinansrangot! A maétrixot az els? oszlopa szerint kifejtve kapjuk, hogy dettM) =1 - (6-2 -
3-4) = 0. Nincs tehat 3 x 3-as nemnulla aldeterminansa. De a bal fels? masodrend? aldeterminans a 6 = 0,
azaz van masodrend?, azaz r(M)=2.

2.
1 1 —1 1 8
1 —1 —1 3
2 1 —2 0

c 2
b2
\1 = | 3 12/

C rangja nyilvan kisebb négynél, mert a sorok szama négy. A Gauss-eljards azonnal megmondja, hany
fiiggetlen oszlop van.

T T = ] 8
, 0 —1 ] =2 =43
C~lo .0 1 =2 -,

\0 0 0 8 }

eszerint 4 fiiggetlen oszlop van (az 6todik mar kifejezhet? a tobbib?1).

3.
1 -8 9 —32 I —8 9 —32
D=2 -1 3 —1 ~ |0 15 —15 63
1 —1 12 0 O 0 2

Ez a Iépcs?s alak arrél drulkodik, hogy az 1. 2. és 4. oszlop fiiggetelen vektorrendszert alkot, mikdzben a 3.
kifejezhet? az els? kett? linedris kombinécidjaként.
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