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<Matematika Ala 2008

HaA, A,, ..., A, B mondatok, akkor azt mondjuk, hogy az

Ay, Agy o, Ay
B

szimbdlummal jelolt kovetkeztetés helyes, ha minden olyan esetben, amikor az A, A,, ..., A, mondatok (az
ugy nevezett premisszdk vagy feltételek) mindegyike igaz, akkor a B mondat, azaz a konkiizio (kovetkezmény)
is igaz.

A helyes kovetkeztetések listdja elég nagy, 4m vannak bizonyos tekintetben alapvetnek tekinthet?
kovekeztetések, melyeket konnyen lehet kategorizalni a bevezetési és kikiiszobolési szabdlyok médszere
szerint.
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Direkt kovetkeztetések

A legegyszer?bb eset az és (jelben /\ ) mondatoperatorral 6sszekotott dsszetett mondatokra vonatkozd
bevezetési €s kikiiszobolési szabdly. Egy mondatoperdtor kikiiszobolési szabdlya 1ényegében az, hogy
megadja, mire kovetkeztethetiink az adott operdtorral 6sszekotott mondatokbdl, jelen esetben példdul A és B
Osszetett mondatbdl. Eszerint:

ANB AANB
A7 B

(A ki)

Azaz, ha tudjuk, hogy A és B igaz, akkor jogos kijelenteniink, akar A, akar B igazsdgdnak fennallasat. A
bevezetési szabaly azt adja meg, hogy mib?l kdvetkeztethetiink az adott 6sszetételre. Vilagos, hogy a helyes
kovetkeztetés fenti értelemezése szerint minden olyan esetben, amikor az {A, B} premisszapar minden tagja
igaz, levonhatjuk az A és B konkliziot:

AB
ANB

(A be)

A vagy (jelben: V' ) bevezetési szabdlya szintén nyilvanvalé:

(V be) A B
' AV B’ AV B
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Ezzel szemben a kikiiszobolési szabdlyanak targyaldsaval maris belefutottunk a logikafilozéfia ingovanyéba,
ezt persze nem targyaljuk, csak magat a kdvetkeztetési szabdlyt. A vagy kikiiszobolési szabdlyat az
esetszétvdlasztds szabdlydnak nevezziik:

A
(vki) £ C

A
C az esetszétvdlasztds szabdlya

AV B

Azaz ha A-bdl kovetkezik a C és a B-b?] is kovetkezik a C, tovabbd az A és a B koziil legalabb az egyik igaz
(ez a klasszikus vagy: nem feltétleniil tudjuk, melyik igaz, csak azt, hogy az egyik), akkor a C biztos igaz.

Megjegyzés

Ezekkel analéga és , azaz "http://wiki.math.bme.huminden"http://wiki.math.bme.hu és
"http://wiki.math.bme.hulétezik "http://wiki.math.bme.hu szavakra vonatkoz6 szabalyok is. A az -sel
rokonithaté, az a -gyal. Ezek az operdtorok nem két mondatot kapcsolnak dssze, hanem sok mondatra
vonatkoznak egyszerre, abban az értelemben, hogy egy A(x) predikatumbdl (nyitott mondatbdl) készitenek
egy Uj mondatot. Példaul az A(x) := x-nek van emelt szint? matematika érettségije nyitott mondatb6l a  a
( X)A(x) := van akinek van emelt szint? matematika érettségije mondatot képezi, a a ( X)A(x) :=
mindenkinek van emelt szint? matematika érettségije mondatot képezi. Az el?bbi azt jelenti, hogy a
"http://wiki.math.bme.hujelenlév 7k "http://wiki.math.bme.hu koziil (az
"http://wiki.math.bme.hualaphalmazbdl"http://wiki.math.bme.hu) valakinek azaz Pistinek, vagy Bélanak,
vagy Cilinek ill. valakinek van emelt érettségije matekbol -- persze nem Kell feltétleniil tudnunk, hogy
kinek; az utébbi pedig, hogy Pistinek is és Bélanak is és Cilinek is és Danielldnak is és ... mindenkinek
megvan az emelt matekja.

V) Al:
vy (BAG)
Alt) tetsz?leges t dologra.
Alz)
(7 be) AT
(\f-j' f;l':l?]' ahol x-re semmilyen plusz megszorits nincs.
(jllér ) ;1':"1?]' valamilyen ¢ dologra.
CT ,(Fz)Az)
(3 ki) C

Példa

A fenti kovetkeztetésekre azonnal hozhatunk példit a halmazok témakoréb?l, ugyanis a halmazm?veletek
megfeleltethet?k a logikai m?veleteknek. A halmazokndl van egy Kkitiintetett nyitott mondat: ha H halmaz,
akkor x H azt jelenti, hogy az alaphalmaz egy x-szel jelolt (esetleg kozelebbr?] jobban meg nem hatarozott)
eleme benne van a H halmazban. Legyenek A és B halmazok. Ekkor A és B unidja:

AUB =def {.T | reAvr e B}
azaz azon elemek halmaza, mely az A illetve a B koziil legaldbb az egyikben benne vannak;

A és B metszete:
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ANB =def {;lf | re ANz € B}

azaz azon elemek halmaza, mely az A-ban is és a B-ben is benne vannak.

Ha valaszt varnank arra a kérdésre, hogy mi az a halmaz, akkor szintén a matematikafilozé6fia ingovanyaban
taldlnank magunkat, ezért intellektudlisan a legtisztességesebb, ha targyunk céljat (az analizis elsajatitasat)
érdekl?désiink homlokterébe tartva, ezzel a kérdéssel nem foglalkozunk.

Tudjuk: két halmaz egyenl?, akkor és csak akkor, ha ugyanazok az elemeik. Formuldkban:

A=B & (Yz)((zreA=2zcB)AN(rcA<=zeB))

A nyilak a kovetkeztetés irdnyat jelzik. Az, hogy a "http://wiki.math.bme.huha A akkor
B"http://wiki.math.bme.hu (jelben: A = B) és az "http://wiki.math.bme.huA -bdl kovetkezik

B"http://wiki.math.bme.hu (jelben: B ) ugyanazt jelenti, az egydltaldn nem nyilvanval6 és val6jdban az dgy
nevezett dedukciotétel mondja ki, persze bizonyos itt nem részletezett feltételek mellett.

1. Feladat. Igazoljuk a disztributiv szabalyt, legaldbbis az egyiket, az alabbit:

I

AN(BUC)

(ANB)U(ANC)

Bizonyitds. 1) Vegyiink egy tetsz?leges x-et. Igazoljuk: "http://wiki.math.bme.huha x  baloldal, akkor x
jobboldal"http://wiki.math.bme.hu.

re An(BUC)

A

Ir e
re BuC

Esetszétvalasztds jon, mert innent?] nem tudjuk, x a B-ben vagy a C'-ben van
reB

T € B ¢ €A (igaz dllitast barmihez
"http://wiki.math.bme.huhozz4éselhetiink "http://wiki.math.bme.hu: és be)
reANEB
T € (ANB) y4ey TE (ANC) pgrmi
"http://wiki.math.bme.huhozzavagyolhaté"http://wiki.math.bme.hu egy igaz
kijelentéshez: vagy be)
re(ANB)U(ANC)
reC
reC ¢ €A (jgaz llitast barmihez
"http://wiki.math.bme.huhozzaéselhetiink "http://wiki.math.bme.hu: és be)
re ANncC
€ (ANC) oy T € (AN B) (harmi
"http://wiki.math.bme.huhozzavagyolhat6"http://wiki.math.bme.hu egy igaz
kijelentéshez: vagy be)
re(ANB)U(ANC)
rc(ANB)U(ANC)

azaz mindkét esetben kijott a jobboldal.
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2) Visszafelé ugyanigy, csak felfelé.

Negacio, indirekt bizonyitas

A tagadas (negacid) kikiiszobolési szabalya az ugy nevezett kett?s tagadds torlésének szabdlya:

_|—I‘*—l
— ki =
(~k)

A bevezetési szabdlya pedig az Ugy nevezett redukcio ad abszurdum.

A A

(~be)  LC

Ezeknek a segitségével olyan fontos tételeket is levezethetiink, mint a De-Morgan azonossagok:

~(AV B) = -AA-B
~(AAB)=-AV -B

A fentiekben a = , hogy a két oldalon 1év? kifejezés kolcsondsek kovetkezik egymasbol.
Példak
Ami még hidnyzik a logikai operdcidk é€s a halmazm?veletek megfeleltetéséb?l, az negécio
halmazm?veletekkel tortén? dtfogalmazasa, mely nem titok, a komplementerképzés lesz. Sajnos komoly
logikai problémat okozna, ha komplementeren egy A halmaz esetén azon elemeket értenénk, melyek nem az
A-ban vannak. Ekkor ugyanis egy kisebb halmaz, mint mondjuk az {1,2,3} komplementere a vildg &sszes
ezekt?] kiilonb6z? dolgabdl allna. Ezzel azonban vildgos, hogy megint a matematikafiloz6fia ingovanyos
talajara tévednénk, igy ezt masként tessziik.
Ha H halmaz, akkor az A halmaznak a H-ra vonatkoz6 komplementere az

A IH =def {;17 o H | T g 4}

Ha a fenti H halmazt alkalmasan nagynak vélasztjuk, akkor elkeriiljiik a logikai problémat.

Ezzel a De-Morgan-azonossdgok halmazokkal megfogalmazott valtozata a kdvetkez? alakban irhat6:

A fenti egyenl?ségek kozépiskolabdl ismert relacidval is kifejezhet?k. Azt mondjuk, hogy A része B-nek, ha
minden olyan esetben, amikor egy elem eleme A-nak, akkor B-nek is eleme, jelben:

ACBEH

Azaz az, hogy A = B az ugyanaz, mint hogy ACB és ADB is teljesiil.

Negécid, indirekt bizonyitas
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2. Feladat. Példaként nézziik csak a
AUBDANB
esetet.

Megoldds. Vegyiink egy elemet a jobboldalbdl és igazoljuk, hogy benne van a baloldalban. Tudjuk a metszet
definici¢ja miatt, hogy ekkor

r¢g A
T Q B

rcAVE (indirekt feltevés), ezek utdn esetszétvalasztashoz kell folyamodnunk.
Mindkét esetben ellentmondasra jutunk:

hat € A , akkor a legfels?
hat € B , akkor a legfels? alatti egyenl?ség miatt jutunk ellentmonddsra, igy a

o % AV B konklizidra jutottunk.
Egy masik jellegzetes példa a részhalmaz relaciéval kapcsolatos. El?tte azonban fel kell idézniink a

kvantrokra vonatkoz6 De-Morgan-azonossagot. A "http://wiki.math.bme.hulétezik"http://wiki.math.bme.hu
sz6t (mely a "http://wiki.math.bme.huminden"http://wiki.math.bme.hu dudlisa) -tel jeloljiik:

—(Yz)A(z) = (Jx)-A(x)
~(3r)A(z) = (V2)A(z)

A kijelentések vildgosak: ha nem minden dolog A, akkor van olyan dolog, ami nem A. Ha nem létezik A,
akkor minden dolog nem A tulajdonsagu.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy az tires halmaz minden halmaznak része.

Megoldds. Legyen A tetsz?leges halmaz. Indirekten tegyiik fel, hogy
0Z A

Az® € A fomulakban gy néz ki:
(Yz)(z e =2 € A)

Egy ilyen tagaddsa az, hogy a kvantort atirjuk a dudlisdra €s a tulajdonsdgot tagadjuk:
(3;1‘)(.‘1‘ chAzx ¢ A)

Ekkor azonban azt kaptuk, hogy létezik az iires halmaznak eleme, ami ellentmondas.

Boole-algebrai atalakitasok

Vilagos, hogy az uniodra és a metszetre a definicidjuk miatt ugyanazok az azonossagok vonatkoznak, mint a
"http://wiki.math.bme.huvagy"http://wiki.math.bme.hu-ra és az
"http://wiki.math.bme.hués"http://wiki.math.bme.hu-re. Ezeket a szabalyokat Boole-algebrai
azonossagoknak nevezziik. Ahhoz, hogy teljes legyen a kép még egy fontos halmazm?veletet fel kell
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eleveniteniink: Legyenek A és B halmazok. Ekkor A minusz B vagy A kiilonbség B:
A\ B =y {z|z€ANT ¢ B}

azaz azon elemek halmaza, melyek az A-nak elemei, de a B-nek nem.

Nagyon hasznos azonossag, hogy a kiilonbség atirhaté komplementer és metszet segitségével:
A\B=ANB

ahol a komplementerképzés egy olyan halmazra vonatkoztatjuk, melyben minden széban forgé halmaz
részhalmazként benne van, példaul jelen esetben H = A U B alkalmas ilyen halmaz .

4. Feladat. Igazoljuk, hogy tetsz?leges A, B és C halmazokra
A\ (B\C)=(A\B)U(ANC)

Megoldds. Trjuk fel a baloldalt és alakitsuk addig, mig ki nem jon a jobboldal:

A\(B\C)=ANBNC =An(BUC)=(ANB)U(ANC) =
= (A\ B)U(ANC)
Cafolo példak, cafolo szituaciok

Azt, hogy egy kijelentés igaz, azt a matematikdban bizonyitdssal 1atjuk be. Példaul egy
"http://wiki.math.bme.huha A, akkor B"http://wiki.math.bme.hu allitas esetén az A-bdl levezetjiik B-t.

Azt, hogy egy kijelentés hamis, altalaban cafol6 ellenpélda vagy céafolé szituacidra valé ramutatassal. Példaul
egy "http://wiki.math.bme.huha A, akkor B"http://wiki.math.bme.hu éllitas cafoldsa esetén meg kell
mutatunk, hogy a megadott cafold szituicidoban A ugyan igaz, de B nem. Ez azt jelenti, hogy ellenpélda
esetén is kell bizonyitanunk, éspedig az el?z? esetben azt, hogy "http://wiki.math.bme.hubar A, de nem
B"http://wiki.math.bme.hu. A metddus tehat a kovetkez?: 1) adunk egy példat 2) belatjuk, hogy az adott
példa ellenpélda.

Példak
5. Feladat. Legyen A, B és C tetsz?leges halmaz, tovdbbd legyen

K =(A\(B\ C))\C
L=(A\B)U(ANC)

Vizsgéljuk meg, hogy melyik tartalmaz4s 4ll fenn!

LKCL
2. K DL

Megoldds. Az A U B-re vonatkoz6 komplementerképzésre attérve:

I

K=ANBNCNC=An(BUuC)NnC=((ANB)U(AnC))nC

Boole-algebrai atalakitdsok 6
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=((A\B)u(AnC)nC=LNnC

Tehat KCL biztosan igaz, azaz (1) igaz.

Ellenben (2) hamis, ellenpélda:
A=C={1}#0 By

Ugyanis, ekkor K=10 , L # 0 .

Hazi feladatok

1. K\(K\L) = L\(L\K)
2.(K L)\(KM)=K L M
3. (K\L)\M = (K\M)\(L\M)

Példak
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