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Konvergencia

Definici6 ? Konvergens sorozat ? Azt mondjuk, hogy az (a,) szdmsorozat konvergens, ha létezik olyan A
R szdm, hogy minden pozitiv szdm esetén megadhat6 olyan N természetes szam, hogy minden az N-nél
nagyobb vagy egyenl? n természetes szdmra la, - Al < . Illetve szimbolikusan:

JACR V=>0 3IN.€N VneN n>N. = |a,—Al<e

@) Gira) (B
- EY 9
Példik. Az 10/ \3n+4 =/ sorozatok konvergensek.

B

B n + 2

Qn = ; -
Feladat. Konvergens-e az 21 + 7 gitaldnos tagd sorozat?

(Utmutatds: képezziik az la, - 5/2| kiilonbséget és becsiiljiik feliil egy 1/n szer? sorozattal, ebb?l az el?z?
példa gondolatmenetével kovetkeztessiink vissza az -hoz sziikséges N-re.)

Konvergens, ugyanis az A = 5/2 olyan szam, hogy a sorozatnak az A minden kdrnyezetén kiviil csak véges
sok tagja van. A konvergensséget (a definici6 alapjan) a kovetkez?képpen latjuk be. Rogzitsiink tetsz?legesen
egy pozitiv szdmot. Legyen egyel?re n tetsz?leges természetes szdm, €s vizsgaljuk meg, hogy az la_ - Al
szam feliilbecsiilhet?-e olyan sorozattal, melynek infimuma a 0. A becsléshez

n+ 2 5

2n+7 2

~12(5n+2) —5(2n +7)
B 2. (2n+7)

_|10n+4—10n—35)|
- 2-(2n+7) B
—31
2-(2n+17)

31
C2-(2n+7)

Ahol az utolsé 1épésben kapott eredményr?] kell igazolnunk, hogy egy N indext?] kezdve -ndl kisebb.
Ehhez oldjuk meg a

31

2-2n+T7) <

m

egyenl?tlenséget! Reciprokot véve mindkét oldalon (és a reldcid érvényességének fenntartdsara figyelve)
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Azt kaptuk tehét, hogy minden n-re, mely nagyobb az
—7

2

IOIE

r o= 2t

szamnal, teljesiil a kivdnt -ra vonatkozé egyenl?tlenség. Azaz N-et vélaszthatjuk akarmilyen, az r valds
szdmndl nagyobb természetes szdmra, mert akkor az n > N természetes szdmokra biztosan igaz lesz a kivant
egyenl?tlenség. r-nél nagyobb N természetes szdm pedig van, mert minden valds szdmndl van nagyobb
természetes szdm. Tehdt 6sszefoglalva, tetsz?leges  pozitiv szdmra, ha

31 _7
n>N-=|2

ahol [.] jeloli az 7egészrész?t, akkor

5n 2 5

. = < &
2n + 7 2

Azok a mértani sorozatok, melyek kvociensének abszoltit értéke kisebb mint 1, a nulldhoz konvergéalnak.
Pont emiatt ezeknél a sorozatokndl teljesen érdektelen, hogy mi az els? tagjuk ? rendszerint azt 1-nek
véalasztjuk.

Fekadat ? Ha Igl < 1, akkor (g") konvergens és lim(g") = 0.

Az éllitas legegyszer?bb (bar médszertanilag taldn kifogdsolhat6) bizonyitdsa, ha megkiséreljiik a definiciét

felirva megoldani a szok4sos egyenl?tlenséget. Legyen pozitiv szdm és keresiink olyan N-et, hogy minden
n> N-re

g < e
teljesiiljon. Ehhez oldjuk meg az aldbbi egyenl?tlenséget n-re:
n n .
|q"| = lal" <

Feltehet?, hogy ¢ nem nulla, hiszen ekkor az azonosan nulla sorozattal van dolgunk. Vegyiik a tizes alapd
logaritmusat:

iglg]" < -

n-lglg| <e

n> —
lgq|

hiszen negativ szimmal osztva az egyenl?tlenség megfordul. Ezért ha N-et az el?z? egyenl?tlenség jobb
oldalandl nagyobbra valasztjuk, akkor a ndla nagyobb n-ekre bizonyosan igaz lesz a kivant allitas.

Konvergencia
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Nullsorozatok vagy zérussorozatok

A numerikus sorozatok témakdrében rendkiviil hasznosan alkalmazhatéak azok a sorozatok, melyek
hatarértéke a 0 szaim. Ezeket nullsorozatoknak, vagy zérussorozatoknak nevezziik. Vilagos, hogy az (1/n)
sorozat példdul nullsorozat.

Feladat

1. (a,) pontosan akkor nullsorozat, ha (la |) nullsorozat.
2. (a,) pontosan akkor konvergens, ha (la |) konvergens.

Az alabbi 4llitas 1ényegében az Ugy nevezett rend?relv egy alakja, mellyel kés?bb foglalkozunk
részletesebben.

Allitas ? Majordlds nullsorozatokkal ? Ha ( ) nullsorozat €s az (a,) sorozat olyan, hogy valamely M-re
minden n > M esetén

|(l n| S ()n ,
akkor (a,) is nullsorozat.

Feladat.

|
sin(—)

T nullsorozat
teg(—)

11" nullsorozat

2.

Az aldbbi tétel az alkalmazdsok szempontjdbdl kiillonosen fontos.

Tétel ? A ?korldtos szor nulldhoz tarté? alakii sorozatok elve ? Ha () nullsorozat és az (a,) korlétos sorozat
olyan, akkor

((l n " On )
a nulldhoz tart.

Feladat.

Konvergencia, hatarérték és m?veletek
Konvergencia jellemzése nullsorozatokkal ? Az (a,) sorozat pontosan akkor tart az A valds szdmhoz, ha az
(a, - A) sorozat nullsorozat. Ezalapjan a sorozatkonvergencidt vissza lehet vezetni a nullsotozatok

vizsgélatdra, amely megkonnyiti a sorozatok konvergencidja és a m?veletek kozotti kapcsolat feltarasat.

Definicio ? Sorozatm?veletek mint pontonként definidlt m?veletek ? Legyen (a,) és (b,) valés szdmsorozat.
Ekkor

Nullsorozatok vagy zérussorozatok 3
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1' (a"n) + (bﬂ) Vagy (a‘n + bn)
jeloli az a +b, dltaldnos tagd sorozatot;
2. (.a'") ’ (b‘”) vagy (an ' bn_)

jeloli az a_ - b, éltaldnos tagu sorozatot;
3. ha (b,) tagjai kozott csak véges sok 0 talalhato, akkor
(an) ( Qn )
( bn ) Vagy bn
jeloli az a /b, dltalanos tagl sorozatot;

Megjegyzések. Vildgos, hogy sorozatok killonbségét nem feltétleniil sziikséges kiilon definidlnunk, hiszen
(a,) - (b,) sorozat tekinthet? ugy, mint a (a,) + (-1) - (b,) sorozat (ahol (-1) az azonosan -1 sorozat).

Tétel ? A konvergencia és a hatdrérték is invaridns az alapm?veletekre ? Ha (a,) és (b,) konvergens
sorozatok, akkor

1. (a,+b,) is konvergens és

lim(a, + b,) = lim(a,) + lim(b,)

2.(a," b,) is konvergens és
lim(a, - b,) = lim(a,,) - lim(b,)
3. ha lim(b,) #0, akkor (a /b, ) is konvergens €és

I (an) llm( )
MAs, /) T Tim(,)
Feladatok

1. Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az alabbi sorozatnak?

2% —3n+9
2 + 4An — n?

(Utmutatds: a szdmldlot és nevez?t osszuk le a nevez? legmagasabb fokii tagjdval.)

2—-324+3  2-0+0 2
A S =72

+i_1 7 040-1 -1

2n2 —3n+9
2+ 4dn — n?

Hivatkozva a hatarérték és m?veletek kapcsolatara vonatkozé tételre.

Megjegyezziik, hogy polinomok hdnyados esetén, ha a szdmlald és a nevez? azonos fokszam, akkor a
hanyados a szdmlalé €s a nevez? f?egyiithatdjanak hanyadosdhoz tart.

2. Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az alabbi sorozatnak?
( n+1 \/7_2 )

(Utmutatds: tekintsiik tortnek és gyoktelenitsiik a szdamldldjdt.)

Konvergencia, hatarérték és m?veletek
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T — I vntl—yn yntl+yn (+l)—n
Ly 1 Vnt+l+ym ntl+n o

1 1
— < —
vrn+1+4yn = /n
Ezzel kapcsolatban rdmutatnank az
(A4+ B)(A—B)=A* - B
azonossag mulhatatlan fontossdgara, melyet az szamlaléban alkalmaztunk az

A=+vVn+1
B=+/n

szereposztasban.

3. Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az alabbi sorozatnak?
3 ’
(n (vt 41 — 722)

(Utmutatds: a mdsodik tényez?t tekintsiik tortek és gyoktelenitsiik a szamldlojdt.)

: : \/724 1 —n? v nt + n? o (M*4+1)—nt
n®.(Vnt+1-n?) = i =n’ e ) _ —
1 \/714 1 + n? vnt+1 4 n?

n? 1 1

1
— /nt + 1 + n? a \/'14_%4_1 Tl 9

Ezzel kapcsolatban rdmutatnank az
(A+ B)(A—B)= A" - B?
azonossag mulhatatlan fontossidgara, melyet az szdmlaléban alkalmaztunk az

nt+4+1

2
B =n
szereposztisban.

Az Euler-féle példa

1 n
a, = (1 + —)
n

Feladatok 5

Az
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altalanos tagu sorozat konvergens, mert igazolhaté médon monoton és korlatos.
Feladat. Konvergens-e az aldbbi sorozat és ha igen, adjuk meg a hatarértékét!
( n + 4 ) n
n-+43
(Utmutatds: osszuk le a szdmldlot is és a nevez?t is n-nel és alkalmazzuk mindkett?re az alkalmas nevezetes
hatdrértéket.)

n + 4 " j i
n+ 4 n - 7 - n B e»L e
n+3 n+3 3\"  e?

n / 1+;

Az Euler-féle példa
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