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Gyakorlas

1. Egyszer?sitse az alabbi kifejezéseket! - L
L(AnBNC)u(ANnBNCYU(ANBNC)JU(ANBNC) =7
2(ANB)UC =7 L ACC

2. Oldja meg az alabbi halmazegyenleteket, X-re!

L(A—X)UB=X
2 A-X=X-A4
Megoldds.

1.1. Legyen D a feladatban szerepl? halmaz és legyen U = A U B U C a komplementerképzés alaphalmaza!
Emeljiink ki A-t!

D=AN((BNC)U(BNC)U(BNC)U(BNQO)) =

A masodik tényez? els? két tagjabdl kiemelhetiink B-t a masodik két tagjabol B komplementert:
—AN((BN(CUC)H)U(Bn(Cul))) =

ekkor a halmaz és komplementere kiadja U-t, {gy:
=AN((BNU)U(BNU))=AN(BUB)=ANU = A

Tehat D = A.

Vagy Boole-algebrai formalizmusban:

d = abc + abc + abe + abc = a(be + be + be + be) = a((b+ b)c + (b + b)E) =
=a(lc+1¢) =alc+¢) =a-1=a

1.2.
(ANB)UC = (AUC)N(BUC)=CN(BUC)=C

az elnyelési tulajdonsag miatt és mert A C pontosan azt jelenti, hogy A U C = C.
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2.1. Legyen a komplementerképzés univerzuma U. Tegyiik fel, hogy van megoldas. Eltiinik az X
komplementer a bal oldalrél, ha mindkét oldalt elmetsziik X-szel:

(A-X)UB = X
(ANX)UB = X

(ANX)UB)NX = XNnX
(ANXNX)UBNnX) = X
(An®)Uu(BNX) = X
BnX = X

ez utébbi pontosan azt jelenti, hogy X B. Emellett a feltétel mellett B-vel a baloldalon
"http://wiki.math.bme.hubeuniézva"http://wiki.math.bme.hu:

[ X =] (ANX)UB = (AUB)N(XUB) 2 (AUB)N(XUX) = (AUB)NU = AUB

amib?] kovetkezik, hogy B X és A X. Ez azt jelenti, hogy ha van megoldas, akkor az egyértelm? éspedig
X =B

Most vizsgaljuk meg a megoldhatdsdg feltételét. Azt kaptuk, hogy ha van megoldés, akkor A X = B, vagyis
ACB

De ez elégséges feltétele is a megoldhatésdgnak, ugyanis ekkor az X = B helyettesités kielégiti az egyenletet:
(ANB)UB=0UB =B

2.2.
A-X=X-A

vagyis
ANX=XNA

Ha van megoldés és bemetsziink mindkét oldalon A-val, akkor

ANANX=XNANA
ANX =10

azaz A X, de az egyenlet szimmetrikus az A és az X felcserélésére, ezért X A is teljesiil, amib?l X = A, ha
van megoldas. Marpedig az egyenletet az X = A kielégiti.

Monoton, korlatos sorozatok

A konvergencia aldbbi, gyakran alkalmazott, elégséges feltétele a sorozatok monoton tulajdonsagét helyezi
el?térbe. Mindezekhez elevenitsiik fel a monoton sorozat definicidjat.

Gyakorlas 2
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Monoton sorozat
Definici6 ? Azt mondjuk, hogy az (a,) valés szdmsorozat

1. monoton névekv?, ha minden n természetes szamra teljesiil:
Ay S Uy

szigorian monoton novekv?, ha minden n természetes szamra teljesiil:
(l‘n < an_+_1

2. monoton csokken? vagy monoton fogyd, ha minden n természetes szamra teljesiil:
Qn41 S pn

szigorian monoton csokken?, ha minden n természetes szamra teljesiil:
Un+t1 < Qy

3. monoton, ha monoton névekv? vagy monoton csdkken?
4, szigordan monoton, ha szigortian monoton névekv? vagy szigortian monoton csdkken?

Megjegyzés. A monotonitast, példaul a szigori monoton ndvekedést még ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
tetsz?leges n > m természetes szdmokra: a, > a_,

1. feladat. Igazoljuk, hogy az

/1
a, = sin | —
n

altalanos tagu sorozatot szigordan monoton csokken!
(Utmutatds: haszndljuk fel, hogy a sin fiiggvény a (0, /2) intervallumon szigoriian monoton n?.)
Vilagos:
n<n+1
ezért reciprokot véve
1 1

n > n+ 1

és mivel a sin fiiggvény a (- /2;+ /2) intervallumon szigorian monoton ndvekszik, ezért a fenti
egyenl?tlenséget megtartja:

Sin | — ) > sin -
n n+1

Tétel ? a konvergencia monoton korldtossdggal megfogalmazott elégséges feltétele ? Monoton, korlatos
sorozat konvergens.

Megjegyzés. A konvergencia lokalitdsdbol kovetkezik, hogy a tétel allitasa olyan korlatos sorozatokra is
érvényes, melyek csak egy indext?l kezdve monotonak.

Monoton sorozat
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Bizonyitas. Legyen (a,) monoton, korldtos val6s szimsorozat. Az ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet?,
hogy az (a,) monoton novekv?. Vildgos, hogy a sorozat szuprémuma véges. Belatjuk, hogy a sorozat
konvergél a sup(a,) szamhoz.

Legyen > 0 tetsz?leges. Ekkor a szuprémum egyenl?tlenségekkel tortén? jellemzése alapjdn sup(a,)? mér
nem fels? korlatja (a,)-nek, igy 1étezik N természetes szam, hogy

ay > supla,) — ¢

Mivel (a,) monoton ndvekv?, ezért minden n > N természetes szamra
an 2 ay

igy minden n > N-re
SU])(([” ) 2y 2 a N > b'llp((l.n ) — £

ami azt jelenti, hogy az N+1 indext?l kezdve a sorozat minden tagja benne van a sup(a,) szdm  sugard
kornyezetében.

Rend?r elv

Tétel ? Kozrefogdsi elv ? Ha (a,) illetve (b,) az A szamhoz konvergal6 sorozatok, és (c,) olyan sorozat, hogy
egy N természetes szamtdl kezdve minden n-re

an S Cn S bn

akkor (c,) is konvergens €s hatédrértéke A.

Részsorozatok, Bolzano? Weierstrass-féle kivalasztasi tétel

Definici6 ? Indexsorozat, részsorozatok ? Azt mondjuk, hogy az (n,) pozitiv természetes szamokbol 4116
szamsorozat indexsorozat, ha szigortian monoton novekv?. Ha (n,) indexsorozat, (a,) pedig sorozat, akkor
az

bk = Qn A

dltaldnos tagt sorozat részsorozata az (a,) sorozatnak. Funkciondlis jeloléssel, ha s sorozat és
indexsorozat, akkor

SO0

0sszetett sorozat részsorozata az s sorozatnak.

Példak.

1) Ha n, = k? és a, = 1/n, akkor
1
|2

a2 =

Rend?r elv 4
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természetesen az indext?] nem fiigg a sorzat maga, igy azt is mondhatjuk, hogy a széban forgé részsorozat az

melyet ugy kapunk, hogy az a_ sorozat minden négyzetszamadik tagjdt kivdlasztjuk és az indexek szerint
novekv? sorrendbe (szigortian novekv? indexdsorozat) rakjuk:

ay, 4y, A3, 4y, ds, g, Ay, Ag, Ag, Ay, Ay Ay, Qi3 Ay, A5, gy A7y oo
z A 2\ _
Ha tehat (a,”) = (a,2) = (by), akkor ( a,, a,, dg, @ygr..)=( b, by, by, by..2)

2) Ha n, = k + 5 vagy altaldnosabban n, = k + k;, akkor lényegében azt kapjuk, hogy a sorozat els? 5 illetve
k, tagjat levagjuk és a maradékot tekintjiik:

ay, 4y, A3, Ay, ds, g, Ay, Ag, Ag, Ay, Ay Ay, Qi3 Ay, Ay, gy A7y oo
Ha tehat (a,, ) = (a,,s) = (b,), akkor ( @, ay, ag, dg....)=( by, by, by, b,...)

Tétel ? Bolzano?Weierstrass-féle kivdlasztdsi tétel részsorozatokkal ? Korlatos sorozatnak van konvergens
részsorozata.

2. feladat. Igazak-e a kovetkez? kijelentések?

. Ha egy sorozat monoton €s korlétos, akkor konvergens.

. Ha egy sorozat monoton €s van konvergens részsorozata, akkor konvergens.

. Ha egy sorozat divergens, akkor az (1/n)-nel vett szorzata konvergens.

. Ha egy sorozat feliilr?l nem korlatos, akkor nincs konvergens részsorozata.

. Ha egy sorozat a + végtelenbe tart, akkor van a + végtelenhez tart6 részsorozata.
. Ha egy konvergens sorozat minden tagja pozitiv, akkor a hatarértéke is pozitiv.
-Ha(a , ™ a )nullsorozat, akkor (a )

~N NN R W -

Nevezetes hatarértékek

lim (\/E> =1

Allitas ? Ha @ > 0, akkor

lim ( Vn ) =1

3. feladat. Konvergens-e az aldbbi sorozat és ha igen, adjuk meg a hatarértékét!
vVn?+42n+4

(Utmutatds: kizvetleniil rend?relvvel, vagy a polinom n-edik gyokének hatdrértékére vonatkozé dllitdssal.)

Allitas

V2 £ n4+4< Vn2 4202 +4n2 = V2 = V7- Vn2 = V7. (\/ﬁ)- T |
CEETEE IR

4. feladat. Konvergens-e az aldbbi sorozat és ha igen, adjuk meg a hatarértékét!

Részsorozatok, Bolzano?Weierstrass-féle kivalasztasi tétel 5
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HJ <
vnd — 3n

(Utmutatds: a legmagasabb fokii tag felével becsiiljiik feliil (vagy alul, ha kell) a kisebb fokii tagokat, majd
alkalmazzuk a rend?relvet.)

Vn® — 3n < Vn3 — ( W)

&lw

— 1

g ’—J)
vn n/ 4. , , /
Itt ( az (¥n) sorozat x=k" indexsorozattal képezett részsorozata, igy az 1-hez tart.

Yo 4 713 ’T 4 — & 2 _
vn? —3n > \’/nJ \ E vnd—o1.1=1

Abhol felhasznaltuk, az el?z? egyenl?tlenség végén kiszdmolt hatdrértéket.

5. feladat. Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha van, mi a hatarértékiik?

1 n J. ?'!E
(z) - (1+3)
n? n

(Utmutatds: Alakitsuk dt nevezetes alakiivd ?ket és haszndljuk a rend?relvet illetve a majordns kritériumot.)

g —_—
13\" 1N\ " 1 n?

1 =111+ — 1

( +?12) (( +?19) ) \( +n)

itt a gyok alatti sorozat az e-hez tart mert a nevezetes sorozat n, = k* indexsorozattal adott részsorozata.
Tudjuk, hogy a gyok alatti sorozatnak a 4 fels? korlatjam igy a rend?relvvel:

™ II J' ?]2 Tl
L&A \J(1+—2) < V41
n
Tehat a sorozat az 1-hez tart.

A masik sorozat esetén az atalakitas:

() = ()Y

itt a gyok alatti sorozat az e-hez tart emiatt egy indext?] kezdve egy 1-nél nagyobb konstanssal
alulbecsiilhet?. Ugyanis 2-h6z (pontosabban az = (e72)-h6z) 1étezik N, hogy minden n > N-re a sorozat
tagjai nagyobbak 2-nél.

1 s, T
oo — 2" < ((14——) )
n

Tehat ez a sorozat nem konvergens, de a + -hez tart.

Nevezetes hatarértékek
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6. feladat. Konvergense-e az alabbi sorozat? Ha van, mi a hatarértéke?

n2—7\"
n? 4+ 2n

(Utmutatds: Alakitsuk dt nevezetes alakiivd.)

2

9
n-
n- ==

n? —17 s
2 _ =7 \" i n?
n? — 1 2
i S ) o o AT s s =30
n2 + 2n n? 4 2n AN
n? L

n
A hatéarértékek indokldsa az el?z? feladat megolddsaban 1év?hoz hasonlé.

Végtelen hatarérték

Ehhez el?szor definidlnunk kell a végtelen kornyezeteit.

Definicié. Tetsz?leges >0szamraaz ( 1/ ,+ ) nyiltintervallumokata+  sugard kipontozott
kornyezetének tekintjiik €és B (+ )-vel jeloljiik. Ugyanigy tetsz?leges >0 szamraaz (- ,-1/ ) nyilt

intervallum a - elem sugard kipontozott kornyezetének tekintend? és B (- )-vel jeloljiik.

A valds szdmok halmazat az - + "http://wiki.math.bme.huidealis"http://wiki.math.bme.hu elemekkel
kib?vitve

R

jeloli. Ebben értelmes a sorozathatdrérték definicidja a kdvetkez? formdban:

Definicio. Legyen A R U {+ ,- } és (a,) egy R-ben halad6 sorozat. Azt mondjuk, hogy az A hatarértéke
az (a,)-nek (ekkor A =+ vagy - esetén a konvergencia helyett a divergencia sz6t hasznéljuk), ha

tetsz?leges >0 szamra az létezik N természetes szam, hogy minden N-nél nagyobb n természetes
szamra

a, € Bo(A)
Ekkor A az egyetlen ilyen €s ezt lim(a, )-nel jeloljiik.
Hatarozatlan esetek

Konvergens sorozatok esetén lattuk, hogy a hatdrértékképzés felcserélhet? a sorozatokkal végzett m?veletek
elvégzésére, azaz ha * egy alapm?velet és

l.a,—a Résb,— b R,
2. (a, * b,) értelmezett €s

Végtelen hatarérték
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3. a * b is értelmezett,
akkora * b, — a*b.

Az alapm?veletek kozott csak a nulldval valé osztds nincs értelmezve. Ez az el?z?ek fényében azt jelenti,
hogy példaul a fenti tétel nem alkalmazhat6 az alabbi példara:

lL.a,=1— 1éb,=1n— 0,
2.a,/b, = 1/(1/n) értelmezett, de
3. 1/0 nem értelmezett

és nem is konvergens a hanyadossorozat, bar a hatarértéke a plusz végtelen.

Nem mondhatjuk azonban, hogy az 1/0 alaku hatarértéket mutat6 sorozatok hatarértéke mindig a + , hiszen
az 1/(-1/n) sorozat ugyanilyen médon keletkezett, de a - -be tart. Ezt csak abban az esetben mondhatnank, ha
minden a, — 1, €s b, — 0 sorozat esetén a /b, — + lenne, felt€ve, hogy a sorozatok hinyadosa létezik.

Ezt a gondolatot fogjuk hasznalni a végtelen hatarérték? sorozatokkal végzett m?veletekre vonatkozé allitas
megfogalmazasanal:

Ha A és B valamelyike a + vagy - szimbdlum (a masik, ha nem ilyen, akkor valés szdm), akkor az
A * B alapm?veletet akkor értelmezziik a C szimbdlumként (mely szintén vagy valds szdm, vagy a

+ ,- egyike), ha minden, az A-hoz tart6 (a,) sorozatra €s minden, a B-hez tart6 (b,) sorozatra az (a,
* b, ) sorozat sziikségszer?en a C-hez tart. Ekkor mondjuk tehat, hogy az

A*B=C
definicio j6.

Példaul a (+ ) + (+ ) m?velet feltétleniil értelmezett és értéke a + , mert konnyen lathatd, hogy bdrmely két,
a+ -hez tartd sorozat 6sszege is a + -hez tart. Ellenben példaul a O- (+ ) m?velet nem értelmezhet?, mert
van két sorozatpdr, mely ilyen alakd, de a szorzatuk méshoz tart: (1/n) - n — 1,de (1/n) - n> — + .

Definici6 ? Végtelen értékek és alapm?veletek 7 Az alabbi m?veleti szabdlyokat vezetjik be a + , -
szimbo6lumokra vonatkozdan, az aldbbiakban r tetsz?leges valds szam, p tetsz?leges pozitiv szam:

1. (o00) + (£00) = £00, (oo) + 7 = +oo
2. (ioo (¥90 +00, (£00) — r = £o0, r — (£00) = Foo
4 T +oo +00

=00 +p Fp

és a szorzas és az 0sszeadas kommutativ.

Definicio ? Hatdrozatlan esetek ? Az alabbi alapm?veletek nem értelmezhet?k:

I (£00) — (£00)
2.0 (+00),  (+o0)-0
7

3. 00 +o00 ( : )
+o0’ Foo’ 0/

Hatarozatlan esetek 8
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Tovébba értelmezhetjiik a 0+ €s 0- ért€keket €s a veliik valéo m?veletvégzést ugy, hogy a, — 0+ kifejezésen
azt értjiik, hogy az (a,) sorozat egy indext?l kezdve pozitiv ért€keket vesz fel €s hatdrértéke a 0, valamint a b
— O+ kifejezésen azt értjiik, hogy az (a,) sorozat egy indext?l kezdve negativ értékeket vesz fel €s
hatarértéke a 0. Ekkor minden m?velet azt, ami a O-ra vonatkozik ugyanaz, valamint értelmezhet? az aldbbi
m?velet:

i — :t ), _p —— :F‘x‘!

0+ 0+

de 0/0+ és 0/0- természetesen itt sincs.

Tétel ? Végtelen hatdrérték és alapm?veletek, a fenti definiciok jok ? Ha az (a,) és (b,) sorozatoknak létezik

hatédrértéke, az (a, * b,) sorozat 1étezik a * alapm?velettel €s a lim(a,) * lim(b, ) alapm?velet elvégezhet?,
akkor az (a, * b,) sorozatnak is van hatérértéke €s ez:

lim(a, *b,) = lim(a,) * lim(b,)

Ezenkiviil a hatdrozatlan esetekben, amikor a hatdrértékekkel végzett m?veletek nem értelmezettek, a
m?veletsorozatok hatarértékeire nem adhat6 4ltalanos képlet (mert alkalmasan védlasztott esetekben médshoz
és mashoz tartanak).

A hatvdnyozdssal kapcsoltban is vannak hatdrozatlan esetek, ilyen az

1, 0. o’

alaku hatarértékek. Az els?re példa az Euler-féle hatdrérték, a harmadikra a pozitiv szdm n-edik gyokokeib?l
allo sorozat hatérértéke.

1. feladat. Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha van, mi a hatarértékiik?

1 n J. ?'!E
(rm) - (13)
n* n

(Utmutatds: Alakitsuk dt nevezetes alakiivd ?ket és haszndljuk a rend?relvet illetve a majordns kritériumot.)

o TE—

]_ T J. n- ™ nlll J. ?12
fedlo 0 o] (= — P
( * 112) ( iy ?19) V ( + ?1’3)

itt a gyok alatti sorozat az e-hez tart mert a nevezetes sorozat n, = k* indexsorozattal adott részsorozata.
Tudjuk, hogy a gyok alatti sorozatnak a 4 fels? korlatjam igy a rend?relvvel:

”'II J‘ HE L
1<_{ﬁgv'(1+—2) <11

Tehat a sorozat az 1-hez tart.

A masik sorozat esetén az atalakitas:

Hatarozatlan esetek 9
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(o) (D)

itt a gyok alatti sorozat az e-hez tart emiatt egy indext?] kezdve egy 1-nél nagyobb konstanssal
alulbecsiilhet?. Ugyanis 2-h6z (pontosabban az = (e?72)-h6z) 1étezik N, hogy minden n > N-re a sorozat
tagjai nagyobbak 2-nél.

1 T, T
s (10 2))
11

Tehét ez a sorozat nem konvergens, de a + -hez tart.

2. feladat. Konvergense-e az aldbbi sorozat? Ha van, mi a hatarértéke?

'1‘12
n®—17
n? 4+ 2n

(Utmutatds: Alakitsuk dt nevezetes alakiivd. )

2 )

[} i i

< n? 4 2n jif i

n? 4+ 2n\" o n
—_ = | —/———— = e g

n? — 17 n2 —17 7 n?
2 14+ —
T n?

A hatérértékek indokldsa az el?z? feladat megolddsaban 1év?hoz hasonlé.

Hatarozatlan esetek
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