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Pontbeli folytonossag

Definicio. Azt mondjuk, hogy az f: R J— R fiiggvény folytonos az értelmezési tartomédnya egy u
pontjiban, ha

(Ve > 0)(39 > 0)(Vz € Dom(f))(|lzx —u| <d = |f(z)— flu)| < 2)
Folytonos egy fiiggvény, ha az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos.
Példa. x +— \/7 folytonos.
Legyenu>0é&s >0.Legyenegyel?re tetsz?lges. Ha x > 0 olyan, hogy Ix - ul < , akkor

|z — u| |z — ul 6
VZ+HVu~ Ju T Ju

tehat az -hoza = /(\lu)-t kell valasztanunk.

VE Vil =

Ha u=0, akkor
Vz<Vi=c¢
tehdt az -hoza = 2-t kell vdlasztanunk.

Példa. abs: x +— [x| folytonos. Ezt azzal latjuk be, hogy az abszolutérték kovetkez? megadasat tekintjiik:
abs(z) = max{a, —a}

Tetsz?leges u pontra igaz a kdvetkez? becslés:
||2] = Ju[| < |z —u|

mert a hdromszog egyenl?tlenség miatt:

lz| = |z —u+u| < |z—u| + |u|
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azaz
| = [u] < |o —ul
illetve
lu|=|—ul=|r—u—2z|<|z—ul+ ||
azaz
[u = |z| < |z =yl
Tehat
||z| — |u|| = max{|u| — |z|, |z| — |u|} < |z — u|

Ezértha := , akkor:
lz—u|<d = |lz|—|ul| < |z —u|<d=¢

Heine-féle jellemzés. Az f: R —— R fiiggvény folytonos az értelmezési tartomédnya egy u pontjaban, ha
((z,) € Dom(f)% Y (zn —u = flzn) — flu)

Ebb?1 kapjuk azt a rendkiviil hasznos eszkozt, mellyel a nemfolytonossagot jellemezni tudjuk:

Pontbeli nemfolytonossag jellemzése. Az f: R —— R fiiggvény nem folytonos az értelmezési tartoménya
egy u pontjaban, ha

. zZt . .
1étezik olyan (l'") S Dom(f ) sorozat, hogy bar Tn — U de f (l‘") 7A f (u').
Példa.

+1, ha >0
sen: R —R, < 0, ha =0
—1, ha xz<0

Nem folytonos a 0-ban.

Hiszen, ha x, a pozitivokon keresztiil tart a 0-ba, akkor f{x,) +1, mikozben f(0)=0=+1.

Példa.

n . sin (1), ha z#0
felk "R’{ 0, ha =0

nem folytonos a 0-ban.

Pontbeli folytonossag
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Hiszen, ha

r, =

+ 2nm

(ME]

akkor Tn — 04 pozitivok fel?l, de

1 ;
flx,) = sin ; = 8in (% + 2717r) =41 #£ 0= f(0)

%+‘21m 5%

Megjegyezziik, hogy akdrhogy is definidlndnk f(0)-t, a fliggvény nem lenne folytonos, mert ha f(0)=+1, akkor
T,) — 0 ).

a fenti sorozat ellenpélda, ha f(0)=+1, akkor az (1/ n) sorozat ellenpélda (mert ekkor f (
Folytonossag és m?veletek

Folytonossag és alapm?veletek
FIA. A folytonossdg invaridns az alapm?veletekre.

Emiatt minden polinomfiiggvény és raciondlis tortfiiggvény folytonos. Ehhez csak egyetlen fiiggvény, az
identitds folytonossagat kell belatni.

Folytonossag és fiiggvénym?veletek

A fiiggvénym?veletek koziil a legfontosabb, a fiiggvénykompozicio:

Dom(f og)={z € Dom(g) | g(z) € Dom(f)}
fog:xzw f(g(z))

Legyenf,g: R — Ru Dom(f2 g). Ha g folytonos u-ban és f folytonos g(u)-ban, akkor f© g folytonos
u-ban.

A masik az injektiv fiiggvények esetén az inverz fiiggvény képzés.

Injektiv egy f fliggvény, ha f(x,) = fix,)-bl x, = x, kovetkezik az f értelmez€si tartomdnyéban 1€v? minden x,
€s x,-re. Ezt a tulajdondsgok haszndltuk, amikor azt irtuk:

I < |l

(S}

rT+8=2"+5

vagy

vVZ+8=+v2245
Y

r+8=22+5
Példaul szigorian monoton fiiggvény biztosan injektiv. Injektiv f inverze:

Folytonossag és m?veletek 3
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Dom(f ') = Ran(f)

fFllyy =z, flz)=y

Kés?bb belatjuk, hogy intervallumon értelmezett injektiv és folytonos fiiggvény inverze folytonos.
Intervallumon szigord monotonitadsbdl azonban még nem folytonos f esetén is kovetkezik az intervallumon
folytonos inverz.

Allitas. Ha f: ] — R szigordan monoton, akkor az inverze folytonos.

Ugyanis, Legyen f szig. mon. nov? és v=f(u)-ban f! balrél nem folytonos (ha nincs baloladala, akkor
jobbrdl). Ekkor I€tezik Ran(f) (- ,v]-ben olyan (y,) konvergens sorozat, mely v-hez tart, de f‘l(yn):xrl nem
tart u-hoz. Az inverz is szigortian monoton ndvekv?, igy megtartja a rendezés, azaz (x,) is (- ,u]-ban halad.
Korlétos is, mert min(y,) képe a képek egy als6 korldtja is lesz. Emiatt (x,)-nek a B--W-tétel miatt van

Ty, — liminf(z,) < u

konvergens részsorozata (ha liminf(x, ) = u-lenne, akkor konvergens lenne!). Eszerint akkor egy liminf(x,) <
W < u szdmra igaz, hogy a (w,u] intervallumban a részsoeozatnak csak véges sok tagja van, ahogy az
(f(w),f(w)] intervallumban is csak véges sok képe. De ez ellentmond annak, hogy a részsorozat képe az u-hoz
tart.

Példa. Folytonosan invertilhaté-e az alabbi fiiggvény? Indokoljuk a fenti tétel nélkiil!

—22—1, ha <0
flx) = 0, ha =z =0
2241, ha >0

Megoldds. Persze, hisz a negativokon invertdlhat6 és csak negativ értéket vesz fel. A pozitivokon szintén és
szintén csak pozitiv értékeket vesz fel. A 0-beli érték az el?z? képhatlmazokon kiviil esik (a 0). Az inverz:

Dom f~! = (—o0,—1) U {0} U (1, +-00)

—v/—y—1, ha y<-1
) = 0, ha y=0
y—1, ha y>1

Ez a fiiggvény mindeniitt folytonos, mert a gyodk az, és a 0-ban izol4lt pontja van, ahol a fiiggvények
trividlisan folytonosak.

Bolzano-tétel

Bolzano-tétel Intervallumon értelmezett, negativ €s pozitiv értékeket is felvev? folytonos fiiggvénynek van
zérushelye.

A Bolzano-tételt olyan alakban is meg lehet fogalmazni, hogy folytonos fiiggvény két fiiggvényértéke kozott
minden értéket felvesz. Ezt néha Bolzano--Darboux-tételnek is nevezik amiatt, mert a most megfogalmazott

tulajdonsag az ugy nevezett Darboux-folytonossag vagy Darboux-tulajdonsdg.

Példa. Igazoljuk, hogy az intervallumon injekt{v és folytonos fiiggvény szigortian monoton.

Folytonosséag és fliggvénym?veletek 4
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Ugyanis, feltehet?, hogy ilyen a helyzet: 1€tezik x, < x, < x; az I-ben, hogy f(x,) < f(x;) < fix,). De ekkor az
flxy)  [fix))f(x,)] miatt 1€tezik u  [x,.x,], hogy f(u) = f(x,), ami miatt f rogton nem injektiv.

A feltételek nem hagyhatok el. PI. sin periodikus és igy nem injektiv, bar folytonos. PL. sgn(x)(Ixl+1) szig.
mon. n?, de nem folytonos.

Példa. Igazoljuk, hogy ha f:[0,1] — [0,1] folytonos, akkor van olyan #  [0,1], hogy f(u)=u (azaz van
fixpontja).

Ugyanis, transzformdljuk a fiiggvényt: g(x):=f(x)-x. Ekkor g folytonos és
f@)=2 & g(@)=0

de

9(0)
g9(1)

Tehét a Bolzano-tétek miatt van zérushelye g-nek, azaz fixpontja f-nek.

f
i 1-1=0

(0)—0>0
1)—1<

Weierstrass-tétel

Weierstrass-tétel Korlatos és zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény felveszi abszolit
minimumat és maximumat.

Példa. Mindenhol folytonos fiiggvény két lokdlis minimumhelye k6zott mindig van egy lokdlis
maximumbhelye.

Bolzano-tétel
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