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Tobbvaltozos bemelegités

Oldja meg az
T+ 219 + 313+ 224y = 1
Ty + Tz + Ty = 2
Ty +3ry +4xy + 3y, = 3
2ry + Dbxrg + Ty + 51y = 4
egyenletrendszert!
MO. A kib?vitett matrix:
1 2 3 2 1 1 2 3 2 1 1 2 3 2 1
o1 1 1 2 o1 1 1 2 o1 1 1 2
I 3 4 3 3 o1 1 1 2 00 0 00
LQE}T’S%J Lﬂlllﬁj \_DDDDDJ

Ez ut6bbit hivjdk 1épcs?s alaknak. Ha most a f?4atloba egyeseket tesziink (vezérelemek) és folottiik alattuk
csak nulldk allnak (a tobbi maradhat), akkor a redukélt 1épcs?s alakhoz jutunk.
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Innen a megoldas (az x; €s x, véltozokat rendre az s €s ¢ paramétereknek valasztva)
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Fiiggvénytér

A félév sordn gyakran fogunk taldlkozni olyan linedris terekkel (a linedris tér fogalmat az el?addson tanuljuk
meg), melyek elemei fiiggvények. Ezeknek alaptipusa a kovetkez?. Legyen H tetsz?leges halmaz. Ekkor a

{f:H— R} =g R¥ (= F(H))

halmazt, azaz a H-n értelmezett R-be képez? fiiggvények halmazat fiiggvénytérnek nevezziik. A fiiggvénytér
linedris tér a pontonként m?veletekkel, azaz a kovetkez?kkel:

f+g:-H—R, z+— f(x)+ g(x)

ha valés szam, akkor

Af:HSR, z \f(z)

Fiiggvénytér linedris alterét is fiiggvénytérnek nevezziik. Linedris altér egy linedris tér részhalmaza, ha a fenti
m?veletekre z4rt.

Feledat. a) Keressiink olyan n  F(H)-t, melyre minden f esetén n+f=f+n=f1 b) Keressiink minden f
F(H)-hez olyan g-t, melyre az el?z? (egyébként egyértelm?) n  F(H)-nel f+g=g+f=n teljesiil! c) Igazoljuk,
hogy mindenf, ¢ F(H)-re (f+g)= f+ & ( +wf= f+yf, WH=CwhLI=f

Az F fiiggvénytér B részhalmaza bizis, ha B-beli elemek linedris kombindcidjival a tér 6sszes eleme
egyértelm?en el?dll, azaz ha minden f F-re I€teznek egyértelm?en olyan |, ...,  szdmok, hogy

f= i+ St o

ahol f, ..., f  B.B elemszdma a (véges) dimenzio.

Példak

R
R 9
melynek elemeit koordindtarendszerben is tudjuk dbrdzolni. Természetesen ez végtelen dimenzids.

2. Az intervallumon korlatos fliggvények B(I) halmaza altere az el?z7nek.

3. A zart és korlatos intervallumon folytonos fiiggvények C[a,b] tere része az a B[a,b]-nek. Ugyanigy a
Riemann integralhato6 fiiggvények is R[a,b] tere is.

4. Legyen H = {1,2,3}. Ekkor az {f:H — R} halmazt még gy is meg lehet adni, hogy az elemeit egy
rendezett harmasba foglaljuk:
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{(z1, 20, 23) | 21,70, 23 € R}
Ezt jeloljiik R3-nak. R3 minden elemét meg lehet adni 3 el?re megadott elem linerdis kombindcidjaként:
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Ezek alkotjdk R3 sztenderd bazisat (rendes bézis). Altaldban R". Ebbeli fiiggvények

analiziséve fogunk foglalkozni.

5. Legyen R a 2-szer 3-as matrixok tere. Ez szintén linedris tér az elemenkénti 6sszeaddssal és a skaldrral
szorzdssal. A bazisa 6 elem?.

6. {s:Z — R} azon részhalmaza, mely az egy "http://wiki.math.bme.huid? utin konstans

nulla"http://wiki.math.bme.hu sorozatokbdl all (R( N I") (ami azonosithat6 a polinomok terével). Ez végtelen
dimenzids és a baziselemek a hatvanyfiiggvények.

Normalt tér
Az N vektortéren értelmezett
I: N — R
fliggvény norma N-en, ha
L IvilZ 0 mindenv N-re és v=0, ha IIvll = 0.

2. minden szamraésv N-rel |- lIvli=ll .vll
3w+ vl < Jull + vl

Ekkor N a Il.ll-val ellatva normdlt tér.

Hossz azért kell, mert fontos az analizis szdmdra a gombi kornyezet, azaz az >0 sugaria N kozéppontu
nyilt gdbmb:

B.(a) = {z € N ||}z — al| < }

Példa. A f?példan, az R3-en, ez az euklideszi vektorhossz, azaz a Pithagorasz-tételb?l kiszdmithat6

!
ol = o] = /o2 + 8 + 03
Példa. Két 1ényeges R"-beli norma.

n 1/p
ol = (1)
p>0, akkor =1

2. ||l‘||max . 1111,:;11\{|L‘1|}

1.

Erdemes megnézni, hogy a gombdk R2-ben hogy néznek ki. ILIl, esetén a gdbmb egy csucsdra dllitott négyzet
2 atloval. ILIl ,  egy oldaldra allitott négyzet. Il.Il,pedig egy korlap.

Példa. Fiiggvénytéren a leggyakoribb norma a szuprémumnorma. Ha B(H,R) a H — R korlatos fiiggvények
tere, akkor ennek akdrmilyen alterén norma az

Példak 3
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||f||suP = sup{|f(z)[}
zeH

Topologia

u bels? pontja H-nak, ha van olyan (gémbi) kdrnyezete u-nak, mely teljes egészében H-beli. H nyilt halmaz,
ha minden pontja bels? pont. H zart, ha komplementere, azaz az

N\ H
halmaz nyilt.

Tétel. Minden véges dimenziés normalt tér ekvivalens egymassal topologikus szempontbdl, azaz barmilyik
norma ugyanazokat a nyilt halmazokat hatdrozza meg.

Célszer? tehat a feladatokban vélasztani példdul azt a p-edik normat, mellyel a legkonnyebben lehet
szdmolni.

Vildgos, hogy R nyilt halmaz, igy ennek komplementere, az iires halmaz zart. Am, az iires halmaz nyilt is,
hiszen minden pontja bels? pont. Ha ugyanis lenne olyan pontja, ami nem bels? pontja, akkor lenne
egyéltaldn pontja, ami lehetetlen, 1évén az iires halmaz iires. Igy komplementere, azaz R™ z4rt halmaz is.
Tanulsag: vannak nyilt-zart halmazok (clopen in English) és vannak se nem nyilt, se nem zart halmazok,
példaul a [0,1) intervallum. Vagyis "http://wiki.math.bme.hua halmaz nem ajté, ami vagy nyilt, vagy
zart"http://wiki.math.bme.hu!

Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt, akdrmennyi nyilt halmaz unidja nyilt. A zartakra a dudlis allitds igaz:
véges sok zart halmaz uniéja zart, akarhdny zart halmaz metszete zart.

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok nyilt halmaz unidja nyilt!
2. Igazoljuk, hogy véges sok nyilt halmaz metszete nyilt!

3. Adjuk példat végtelen sok nyilt halmazra, amelyek metszete nem nyilt!
4. Adjuk példat végtelen sok zart halmazra, amelyek unidja nem zart!

Kiegészit? anyag
Heine--Borel-tételkor

Kompakt egy K halmaz, ha minden nyilt halmazrendszerb?l, melynek unidja lefedi K-t kivalaszthat6 véges
sok nyilt halmaz is, melyek véges uni6ja még mindig lefedi K-t.

Heine-Borel-tétel. Véges dimenzis normdlt térben minden korlatos és zart halmaz kompakt.

R véges dimenziészdma nagyon lényegesen hozzdjarul a fenti tételek fennallasihoz. Altalidban
(Haussdorf-térben) kompakt halmaz korlatos és zart. Am, van olyan végtelen dimenziés normalt tér, melyben
zart és korlatos halmaz nem kompakt. Legyen ugyanis = (R) a korlatos sorozatok tere. A téren a norma a
suprémum:

|Is]lsc = sup{|ss| [ n € N}

Példa.
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H:={s < ™R)|[||s|]| <1}
"http://wiki.math.bme.hugdmb"http://wiki.math.bme.hu zart, korlatos, de nem kompakt.
Ugyanis, Nyilvén korlatos, mert belefoglalhat6 a B,(0) kétség sugart 0 koriili gombbe. Zart is, ehhez nézziik
a komplementerét! Ha llsll> 1, az pontosan azt jelenti, hogy sup s >1, azaz létezik olyan >0, hogy minden
n-re Is(n)l > 1+ . Pozitiv s(n)-re vegyiik az s(n)>(s(n)+1+ )/2 > 1+ , negativ tagokra az
s(n)<(s(n)+(-1-epsilon))/2<-1- elemekb?] all6 ¢ sorozatot. Ez a komplementerben halad, mert sup I#l >
1+( 72).
De nem kompakt. Fedjiik le ugyanis a

H, :={s||s(k)| <2, ha k<n, sup.,|s(k)| < 1/2}

halmazokkal! Ezek nyiltak, de véges sok nem fedi le H-t.

Hasonl6 furcsasagok jelentkeznek a p-edik hatvanyon szummalhat6 sorozatok fr(R) terében is. Szamunkra
esetleg a véges sordsszeggel rendelkez? ‘1 (R) t&r bir jelent?séggel.

Feladatok skalaris szorzasra
Euklideszi terek

Csak megjegyezziik, hogy ha egy vektortéren be lehet vezetni skaldris szorzatot, abban az értelmeben, ahogy
az a top.pdf-en le van irva, akkor rogvest eljutunk a normahoz.

Példa. Hav,u R®, akkor
n
VU= Z VU
=1

Ekkor

Iolle = /- o]
Példa.

Legyen (a ), (b)) : Z* — RN és 0 nem eleme Ran(llb_Il). Melyikb?l kdvetkezik melyik:

Qn

) (an - by ) korlatos és ||b”|| korlatos
(ii) (a,) korldtos és (b,) is korlatos
(iii) (a,) korlatos vagy (b, ) korldtos

Itt (a,b,) a sorozatok elemeinek skalaris szorzatabol készitett sorozat.

Heine--Borel-tételkor 5
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Megoldas

M 7 (i)

ugyanis az ellenpélda mar R-ben jelentkezik: (a,) = (0,0,0....,0,...) és (b)) = (1,2,3, ...,n,...). Vilagos, hogy a
szorzat €s a hanyados is korldtos, mert mindkett? az azonosan nulla, holott (b,) az Archimédészi axiéma
miatt nem korlatos.

i) 7 (0
Szintén mar R-ben jelentkezik az ellenpélda:
1

b 1
Qn = —, n— o
) toop2

mindekett? korldtos, és még a szorzat is, de a hdnyados mir nem.

(i) = (iii) tiszt4n logikai okokbol

(iii) 3’5 (i1) azt nem 4llitandm hogy tisztdn logikai okokbdl, de az adott szitudciéban mindenképpen.
Magyarén ellenpélda kell: az egyik a csupanulla, a mésik az (n).

(i11) 3’5 (i) mar R-ben sem: csupanulla, (n)
(1) (iii)

A legérdekesebb eset. R-ben igaz, magasabb dimenzidban nem, tehat 6sszességében nem. R-ben:

|a,|

< L
b |

lanb,| < K

akkor
'2 -
a, < KL

amib?l az egyik, azaz (a,) korldtos. De R>-ben mdr nem igaz: (a,) = ((n,0)), (b,) = ((0,n)). Ezek skaldris
szorzata 0, az els? osztva a masodik elemenkénti norméjaval az y irdnyud egységvektor, mint konstans
sorozatot adja.

2. gyakorlat

Feladatok skalaris szorzasra
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