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Az egyenlettel megadott fiiggvények esetén olyankor is ki tudjuk szamitani a derivalt érté€két (adott pontban),
ha nem rendezziik y-ra az egyenletet. Persze ekkor fel kell tenniink, hogy legalabb elivleg kifejezhet? y az
egyeneltb?] és a kifejezés, amit kapunk differencialhatd.
Az
Flz,y)=c (F:HxK — L)
egyenlet dltal meghatdrozott implicit fiiggvénynek nevezziik azt az
y: H— K
fliggvényt melyre minden x  H-ra:
F(z,y(x)) = c
Példa. Derivaljuk az
X +yr=1
egyenlettel megadott differencidlhat6 implicit fliggvényt!

Mo. A (-1,0) és az (1,0) pontokat tartalmazé részhamazokon nem lesz differencidlhaté implicit fliggény, de
az ezeket nem tartalmazé intervallumokon igen. Az y-t az x fliggvényének tekintve: y=y(x)

2+y(x)?=1
derivalva mindkét oldalt
2z + 2y(z) -y'(z) = 0

visszairva y-ra:

20+ 2y -y =0
;2
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a derivlt.
Altalaban, ha van differencidlhaté implicitfiiggvény, akkor az aldbbaikat 4llithatjuk:

Tétel. Ha F:IxJ] — R téglalapon értelmezett, differencialhat6 fiiggvény, 1étezik az F(x,y)=0 egyenletnek y: I
— J differencidlhat6 implicit fiiggvénye és

(0, F)(z,y(z)) # 0
minden x I-re, akkor
oy O F(z,y)
¥(2) = =5, F(z,y)
Ui., Ekkor
F(z,y(z)) = 0
ezt differencidlva (az Osszetett fliggvény derivalasara vonatkozo képlettel)

[dF(z,y(x))] - [L,y'(2)] =0
[(0:F)(z,y(x)), (8, F)(x,y(x))] - [1,4'(x)] =0

azaz
1- (0. F)(z,y(z)) + ¢ (x) - (O, F)(z,y(z)) =0

Vegyiik észre, hogy a fenti példdban a kritikus pontokban 9, (x*+y?)=0.

Tétel. Természetesen a fenti képlet akkor is felirhatd, ha F két tobbdimenzids téglalap szorzatan van

értelmezve, de diffhatd, 1étezik a differencidlhaté implicit fiiggvény €s az F fiiggvény y szerinti derivaltja

nem nulla.

Legyen F:R*™R™— R™ folytonosan differencidlhatd és tekintsiik az F(x,y) = 0 egyenletet! Ha det(ay)F %0,
akkor (x,y)-ban létezik differencidlhaté y implicitfiiggvénye F-nek és

- —1 - \
Oxy(x) = =0y Fx,y) " 0 OxF(z,y)
Példa. Paraméterezziik az alabbi egyenletrendszer altal meghatarozott halmazt!

2 —y+2=0
1'+y+:2=0

Itt az (x,y)-t szeretnénk kifejezni z-vel:

_ 2 —1 1
dryF(_Iﬂ Y, :’) = [1 1 ] ? le(I’ Y, ':') - l‘) “-]
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Implicit megadasu fiiggvényr?] akkor beszéliink, amikor egy fiiggvény megadasa nem (az explicit médon) y
= f(x) alakban torténik, hanem az x és y kapcsolatat egy mindkét valtoz6t tartalmazo

egyenlet? korb?l konny? az y véltozét kifejezni, az ¥=V1-2 & ¥=—V 127 alakokat kapjuk. Bonyolultabb
esetekben, példaul a

siny =x

esetén semmi reményiink, hogy az y valtozdra valamilyen egyenletrendezéssel altalanos képletet kapjunk. Az
ilyen példak miatt nevezik ezeket a tipusu fiiggvényeket implicit, avagy régi, valasztékos kifejezéssel élve
bennrekedt tiiggvényeknek. A differencidlszamitds szempontjabol megelégedhetiink azzal, ha az implicit
fiiggvény derivaltjat ki tudjuk szdmolni. Sok esetben ebb?] mar kovetkeztethetiink a fiiggvényre vagy annak
viselkedésére is.

A modern analizis szemszogéb?l egy N x M — K normadlt terek kozott hatéd F fiiggvénya Nésb M

pontokhoz tartozé implicit fiiggvényén olyan, az a egy U kornyezetén értelmezett és a b egy V kornyezetébe
képez? f:U — V fiiggvényt értiink, melyre f(a)=b és minden x U pont esetén rendelkezik az

F(z, f(x)) =0

tulajdonsaggal. Amelyet szavakban gy fogalmazhatunk meg, hogy az F(x,y)=0 egyenletb?] az y viltozé
kifejezhet? y=f(x) alakban.

Most szoritkozzunk csak a kétvaltozods esetre és tegyiik fel, hogy 1étezik differencidlhaté implicit fiiggvénye a
differencialhato F fiiggvénynek. Ekkor az F(x,y) fiiggvény implicit fiiggvénye az f(x), ha egy adott (u,v)
pontban:

F(u,v)=0 és

minden az f értelmezési tartomanyéba es? x-re F(x,f(x)) 0 és

f(u)=v,
akkor vildgos, hogy ha

0 x)=Fxf(x))=(FO >(id,H)(x) ,

akkor
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igy tehét a fiiggvénykompozicié derivalasanak szabdlya szerint:
1
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. O F(u,v)
Flu) = Oy F(u,v)

Implicitfiiggvény tétel

Tétel ? Implicitfiiggvény-tétel R-beli implicit fiiggvényre ? Legyen F az R? egy részhalmazan értelmezett,
R-be képez? differencidlhato fiiggvény, mely az értelmezési tartoménya egy (a,b) bels? pontjaban
folytonosan differencialhat6, F(a,b) = 0 és

8, F(a,b) # 0

(azaz (a,b)-ben az y szerinti parcidlis derivaltja nem nulla). Ekkor van a-nak olyan / és b-nek olyan J
kornyezete, hogy F-nek egyértelm?en létezik az (a,b) parhoz tartozé f: I — J implicit fiiggvénye, mely
er?sen differencidlhat6 a-ban és derivaltja:

81 F((l.. b)

f/ o Y el it
T = =5, (a,b)

Vdzlatos bizonyitds. 1. E17sz6r megkonstrudljuk az y=y(x) fiiggvényt. Létezik olyan [ xJ Dom(F) az (a,b)
koriil, hogy d,F sehol sem nulla, azonos el?jel? -- st feltehetjiik, hogy pozitiv. Ez amiatt van, hogy d,F(a,b)
= 0 és d,F folytonos.

Az y=y(x) implicit fiiggvény létezése egyenérték? azzal, hogy
minden x [-re az F( x, .) parcidlis fiiggvénynek zérushelye van J-ben,

hiszen ekkor minden x-hez létezik olyan y J, hogy F(x,y)=0. Belatjuk, hogy minden ilyen x-hez egyetlen
zérushelye van F( x, . )-nek.

Tekintsiik a folytonos F( a, . ) parcidlis fiiggvényt. A pozitivra valasztott y-szerinti derivaltbdl kovetkezik,
hogy ez I-n szigortian monoton ndvekv?. Mivel b-ben zérushelye van ( F(a,b)=0 ), ezért van olyan y, > b
pont, hogy ott F(a, . ) pozitiv €s y, <b pont, hogy ott F( a, . ) negativ. Ekkor F folytonossdga miatt van az
(a,y,) pontnak olyan kirnyezete, ahol F negativ €s van az (a,y,) pontnak olyan kornyezete, ahol F pozitiv.
Most definialjuk at /-t és J-t 4gy, hogy I x J-n az F egy J-beli elem f6l6tt mindenhol pozitiv, egy J-beli elem
alatt mindehol negativ értéket vegyen fol.

A pracidlis derivaltak folytonossdgabdl az is kovetkezik, hogy minden x  I-re az F( x, . ) fiiggvény is
szigordan monoton névekv?, negativ €s pozitiv értéket is felvev? folytonos fiiggvény, igy a Bolzano-tétel

alapjan létezik y zérushelye €s mindegyiknek egyetlen zérushelye létezik.

II. Allitjuk, hogy a :f — J, X +— v, fliggvény implicit fiiggvénye F-nek, azaz minden x  I-re F(x, (x))=0.
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Konnyen belathat6, hogy  folytonos a-ban, hiszen ha a-hoz kdzeledve mindig talalndnk olyan x pontot,
hogy (x)egy adott -ndl mindig jobban eltér b-t?1, akkor (x) egy olyan kornyezetbe esne bele, ahol F
mindenhol egy pozitiv szimnal nagyobb vagy mindenhol egy negativ szamnal kisebb. Am, F(x, (x))=0, igy
ez ellentmondana F folytonos tulajdonsagédnak.

III. Végiil az implicit fiiggvény differencidlhaté a-ban, mert ha van (a,b)-ben érint?sik, akkor az az
érint?egyenesben metszi az [X,y] sikot.

Példak
Tekintsiik a kovetkez? egyenlet? sikgorbét:
z° + zy + y"3 =3
Nem lenne konny? feladat kifejezni bel?le y-t, mert az 6todfoku egyenletnek nincs dltaldnos megolddképlete.

Mivel a baloldal akdrhanyszor differencidlhatd, ezért joggal feltételezhetjiik, hogy bizonyos pontokban
1étezik implicit fiiggvénye. Tegyiik fel, hogy ilyen fiiggvény. Ekkor az egyenlet

2° + 2p(z) + (p(x))” = 3

alakd, melynek minden olyan x-nél, ahol differencidlhaté:

4 \ 4
5z + () + 2z’ (z) + 5" (z) - ¢ (z) =0
‘q,( l‘) o 5‘1‘4 + L)‘S(I) y/ 51‘4 + Yy
L e S . - — T4 .
ahonnan a derivalt: dpt(z) +a vagy szimbolikusan: Y+ 2 . Alaposabb

vizsgélatokkal kiderithet?, hogy ez a derivalt minden pontban létezik és negativ, igy az implicit fiiggvény
mindenhol létezik és szigorian monoton csokken?. Vegyiik észre, hogy a nevez?ben 1év? kifejezés pont
ayF(x,y) és az implicit fliggvény létezésének feltétele pont a nevez? nullatdl kiilonbsz? volta.

Tobbvaltozos eset
Ebben az esetben is az ?érint?sik? végteleniil kozelit? tulajdonsaga jatszik majd fontos szerepet. J61 1athaté az
Osszefiiggés, ha feltessziik, hogy F egy R"™xR™-en értelmezett affin fiiggvény, azaz egy linedris leképezés
eltoltja. Ekkor

F(x,y) = F(a+h,b+k) = F(a,b)+dF (a,b)h+dF ,(a,b)k.

Amennyiben y = y(x) olyan, hogy y(a) = b és F(x,y(x)) = 0, akkor fenndll a 0 = dF ;(a,b)h + dF,(a,b)k
egyenl?ség €s k kifejezhet?, amennyiben az A = dF,(a,b) métrix invertdlhat6. A B = dF (a,b) jeloléssel ekkor

k=-(A1"B)h.

Altalanos esetben ez csak egy méasodrend?en kicsiny tag hozzavételével lesz igaz, de az implicit fiiggvény
1étezésének beldtasdhoz sziikséges a fenti gondolatmenet is.

Banach-terek esetén (melyek akar végtelen dimenzidsak is lehetnek) a tétel a kovetkez?.
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Tétel ? Implicitfiiggvény-tétel Banach-terekre ? Legyen E, H, G Banach-terek, F:E x H — G olyan
fiiggvény, mely (a,b) E x H-ban er?sen differencidlhaté. Ha a d,F(a,b) linedris leképezés injektiv és az
inverzével egyiitt folytonos, akkor egyértelm?en 1étezik az F-nek egy az (a,b) parhoz tartoz6 f lokalis implicit
fiiggvénye, ez er?sen differencidlhaté a-ban és differencidlja:

df (a) = (D, F(a,b)) " 0 (8, F(a, b))
Vagy egy kevésbé absztrakt tétel:

Tétel ? Implicitfiiggvény-tétel R"-re ? Legyen F:R"xR™— R™ folytonosan differencialhaté fiiggvény, (a,b)

n m GF:(a.b) .
-
Yk k=1 ™m

R xR olyanok, hogy F(a,b)=0 és ) hk=1,..., . Ekkor egyértelm?en létezik F-nek egy az
(a,b)-hez tartoz6 lokdlis implicit fliggvénye.
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