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Kétvaltozos fiiggvények szemléltetése

, 1
2 2

T,Y) =z +y, TY) = 53

a)f( ) v, 9@y = ms

1
hay)=z—y  k(z,y) =
) (z,y) v (.9) = .

Abrizoljuk ?ket a wolfram alfan:
[wolframalpha 3D Plotslhttp://www.wolframalpha.com/examples/Plotting AndGraphics.html]

Ezek (x,y,z) koordindtarendszerbeli z=f(x,y) feliilettel dbrdzolva hengerszimmetrikusak, érdemes az
T = TCcosp
Yy = rsing
i i} ‘)
-r- — |||”II|'I-12 _I_ y_.

polarkoordinéta transzformdcidval 4tirni, ebben a z-tengelyt?] mért tdvolsdg, és az els? és

y = arctg —(+4m)
masodik (majd a masodik és harmadik siknegyedben): T

/ 2
Innen: f (7 ) =T 7 koril korbeforgatott parabola (forgasi paraboloid)
1

Dom(g) = R\ {0} g(r) = 2

madsodfoku hiperbola kdrbeforgatva.

Mindkett? szintvonalai korok.

b) h(x,y)=z=x-y egy sik egyenlete, szintvonalai: c=x-y, y=x-c egyenesek.

2
DDID(R‘ :' =R \ {[I ] y) | ¥y= 'T} szintén egyenesek a szintvonalak: Y C
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Hatarérték

. 2
Def. Tegyiik fel, hogy az f :R"D—=R fiiggvény értelmezési tartomédnyanak (x ,y ) torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy f-nek 1€tezik hatarértéke az (x,,y,) pontban, és ez az A szdm,ha 0 0

B5(z0, %0) ) € B<(A
minden >0-ra létezik >0, hogy / ( 5(%0:40) ) © Be(A)

lim  f(z,y)=A lim f=A

Ilyenkor (z.y)—+(xa,y0) -t vagy (zo,0) -t frunk.

T
Rend?relv. Legyen f 95 h:U— R és {‘r'-' y'—':' €U .Havan olyan >0, hogy minden
(z,y) € Bé%-ru yo) MU

g{I? y:l <_: fl:.l?‘ y} ii h":‘r'l y}
Jlimg=A4 4dlim h=A4

és  (zo:wo) és  (Town) , akkor

4 lim f A

(xo,un)

. 2
Hatarérték nem létezésének jellemzése. Tegyiik fel, hogy az f R D= R fliggvény értelmezési
tartomédnyanak (x,,y,) torloda51 pontja. f nek nem létezik véges hatdrértéke az (xo,yq) pontban, pontosan

akkor, ha 1éteznek olyan Xn es I:X,” sorozatok, hogy Xn — ':1U1 y'—'] és Xn — ':-'th yu:' ,de
f [x‘”:‘ vagy f [xﬂ} nem konvergensek, vagy ha igen, akkor lim f( Xﬂ) 7 lim f (

R?2 |
Folytonossag. Legyen ftR"D=R és (ID: L’D:' < Dﬂll"l(f )

(x»Y,) pontban, ha

. Azt mondjuk, hogy f folytonos az

minden >0-ra létezik >0, hogy f (Bs(xo,y0)) € B-(f (20, 1))

o [ R*>—5 R olyan, hogy (L0: Yo) € Dom( f) M Dmn(f}”akkor f e Clzo,yo)
3 lim f = f(zo,yo)

pontosan akkor, ha  (#0:¥0)

1. Hol 1étezik hatarértéke az

fay) =
T,Y) =
fliggvénynek? ("http://wiki.math.bme.huA félév fiiggvénye."http://wiki.math.bme.hu)

Megoldas. Vilagos, hogy a polarkoordinata transzformaciéval az r kiesik és csak -t?1 fiigg.
Ezért érdemes a (0,0) pontot tobb irnybdl, sugdrirdinyba megkozeliteni, dltaldnosan az y = mx

Hatarerték 2
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egyenes mentén:

rmex m

x?2 +m2x?2 1+ m?
Vagyis m=0-ra ez 0-t, m=1-re ez 1/2-et ad. Eszerint nincs a (0,0)-ban hat4rérték, mert van
két kiilonboz? hatdrérték? fiiggvényértéksorozat, mikdzben a sorozatokkal a (0,0)-ba tartunk.

flz,mz) =

2. Hol 1étezik hatarértéke az

fla,y) =2

T
fliggvénynek?

MO.: Mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van, de nincs hatérértéke masutt, ugyanis:

Dom(Q) = R*\ {(0,y) | y € R}

Polarkoordinatakra attérve:

ami fiiggetlen r-t?1, tehat pl a (0,0)-beli hatarérték attol fiigg, hogy hogy kozelitiink a 0-hoz.
3. Hol Iétezik hatarértéke az

e
r—1y

flz.y

fliggvénynek?

4. Hol 1étezik hatarért€ke az

2
Ty*
f'{-r,y:l T2 _|__y9
)| < g(r)—0 flz,y)———0
fiiggvénynek? (Hasznéljuk az |f|{2 ' y)| o g(r] r—0  akkor (z.y)—(0,0)

o 2 1 a2
"http://wiki.math.bme.hurend?relvet"http://wiki.math.bme.hu, ahol r=yr +y
"http://wiki.math.bme.hufélév fiiggvényét"http://wiki.math.bme.hu.)

, vagy vegyliik észre a

1. megoldas (polartranszf.). x = r* cos( ), y=r*sin( ):
3 cos(ip) sin?(ip )
flz(r, @) y(r,e)) = {,;)2 () =1 - cos(ip) sin?(p)

Ami 0-hoz tarté szor korldtos, amennyiben (x,y) — (0,0) ( (x,y) tart O esetén r tart a 0-hoz,
a trigonometrikusak megmindenhogy nézve korlatosak), azaz a hatdrérték 0.

2. megoldas (mértani-négyzetes kdzepek). Ixllyl < o + y2)/2. Emiatt:

Hatarértek 3



Matematika_A2a_2008/2._gyakorlat

xry
—_| <
|I‘2 _I_y2| —
1
vl < ol

Ha (x,y) — (0,0), akkor persze Ixl — 0 és a tobbi tényez? szorzata korldtos (éspedig -1/2 és
1/2 koz6tti), hiszen a hanyados kisebb egyenl? 1. Ezért a hatarérték 0.

|

5. Hol 1étezik hatarértéke az

e
TY”

2 4 0 — .
fiiggvénynek? (Hasznéljuk az "http://wiki.math.bme.hux =y "http://wiki.math.bme.hu triikkot! ¥ = \/::)
6. Mi a hatarértéke rogzitett -re?

3 e it n
re cos psin® ¢

T
0

r, @)=
gl(r, @) r2 cos? o + risin

fliggvénynek?

7. Hol 1étezik hatarért€ke az

fiiggvénynek? (Vegyiik észre a "http://wiki.math.bme.hufélév fiiggvényét"http://wiki.math.bme.hu, vagy
irjuk fel a szamtani és mértani kozEép kozotti egyenl?tlenséget a nevez? tagjaira.)

8. HF. Hol létezik hatarértéke az

3
Ty
f{x,y:l - .TE _I_yb
fliggvénynek?
IMSc Kiegészités

Sorozatok konvergenciaja normalt térben

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens az (E, II.Il) normélt térben €s hatarértéke a u  E pont, ha

Ye>0 IN.€Z' YmeZ™ n>N. = a,c Bl

IMSc Kiegészités 4
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Komponenssorozatok R™-ben

(a,):Z* — R™ akkor €s csak akkor konvergens, ha komponenssorozatai konvergensek.

(1) (1) (1)

L1 Uy .oy @y ye
(2) (2) (2)

al ,QQ ,.",an g oo
(m) (m) (m)

ay Qg ..., Q, ...

Ugyanis, ha konvergens, akkor a maximumnorméban is konvergens, azaz > 0-hoz létezik N természetes
szdm, hogy minden n > N természetes szdmra

I"H&}Zﬂﬂ-::l” . Ail‘JL |ﬂi2) . A(‘E]L " |aim‘1 . Alﬁmﬁ‘} < £

n mn

amib?] kovetkezik, hogy minden n> N-re egyenként:

|ailj o A(L)| <&, |£1£;2] - A[2‘1| <e, . |aim‘1 o Ainﬂ| < =

mn mn
azaz mindegyik komponenessorozata konvergens.

Megforditva. Tegyiik fel, hogy tetsz?leges > 0-ra l€teznek { N,} (i=1...m) természetes szamok, hogy:

vn >Ny |al?—AY| < e, ¥n> Ny, |aP-AP|<e, .., Yn>N, |o™-

'n n

ha tehat N= max{N,}, akkor minden n > N-re

|ailj o A(L)| <&, |£1£;2] - A[2‘1| <e, . |aim‘1 o Ainﬂ| < =

mn mn

azaz

1115,};“.:1.51” — A”\’L‘ |,5|Lf\J _ A(?]L - |aim) i A[mj‘} - e

mn

azaz a sorozat a maximumnorméaban konvergédl az A = (A, A@, .. A™M) koordin4tdji ponthoz, igy az
euklideszi norméban is.

Példak
1. R%-ben.

3+ L cos(nm/4)
an =

L —
2 + - sin(nw/4)
Két hasznos dologot jegyezziink meg:
Tétel R™-ben minden norma ekvivalens, azaz ugyanazokat a nyilt halmazokat hatarozza meg. (Tehat,

mindegy melyiket haszndljuk, a nyilt, zart halmazok topolégiai fogalmak (innen pedig a konvergencia is)
ugyanaz lesz.

Komponenssorozatok Rm-ben 5
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2. Bla,b]-ben.

Legyen B[a,b] a korlatos és zart [a,b] intervallumon értelmetezett korlatos fiiggvények sorozata. Ebben a
térben a tavolsdgot a szuprémumnormabdl szarmaztatjuk:

||f — glloc =supRan(|f — g|)} =sup{|f(z) — g(z)| : = € a,b]}

azaz gyakorlatilag a "http://wiki.math.bme.hulegnagyobb fiiggvényérték kiillonbség"http://wiki.math.bme.hu.
Ekkor egy pont, azaz egy fliggvény sugart kdrnyezete egy 2 vastag szimmetrikus sav a fliggvény
grafikonja koriil.

2.1. B[-1000,+1000]-ben az

1 v 1
fn=e€xp+ ;sin (fn(z) =" + - sin(z))

sorozat (fiiggvénysorozat) konvergens a szuprémumnorméaban. Ezt az el?adas alapjan tigy fog nevezni, hogy
egyenletesen konvergens.

2. B[-2,+2]-ben a pdratlan gyokkitev?j? gyokfiiggvények fiiggvénysorozata
fo= =T (fal2) = *¥/3)

nem konvergens a szuprémumnormaban(!). Az el?adason azt mondjuk majd, hogy nem egyenletesen
konvergens. Viszont mint fiiggvénysorozat pontonként konvergens lesz és a szignumfiiggvényhez mint
hatérfiiggvényhez tart.

Ez a korlatos sorozatok tere. Itt a

() 1, ham<n
onATE) - 0, ham>n

sorozatnak nincs konvergens részsorozata. Ez azért van, mert a sorozat barmely két kiillonboz? tagjanak
kiilonbsége 1, igy akdrhogy is vesziink egy részsorozatat, az nem lesz Cauchy-sorozat, tehat konvergens sem
lehet.

1. gvakorlat 3. gvakorlat

Példak 6
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