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Ez az szocikk a Matematika A2a 2008 alszocikke.

Ezen a konkrét gyakorlaton konkrét fiiggvények konkrét folytonossagat és konkrét hatarértékét vizsgaljuk
meg konkrét médon.
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Parcialis derivaltak

Definici6. Legyen f: R" 2— R, u int Dom(f). Azt mondjuk, hogy f parcidlisan differencialhaté az u
pontban a x, vdltozo szerint, ha az

Flur g vmprs flun et

egyvaltozos valods fiiggvény differencidlhaté az u, pontban. Ekkor a fenti fiiggvény u-beli derivaltjat

e ' E)f
0f (), Fow), fulw), 2
jeloli.
Példa:
Or? . sin(:
+(y) = 2z - sin(y)
Ox? - sin(y) 9 ()
oy =" - cos(y)
r); ?2 - 81
a7 -siny) _,
0z
dsin(sh(z)y?)

B — cos(sh(z)y?) - ch(z)y?

Feladat. Parcialisan derivalhaté-e az

—

f(z,y) = ya? + 2
a (0,0)-ban?
Feladat. Parcialisan derivalhato-e az

) 0, ha (z,y) =
f(;l,y) — {(l + y)b]n] |+| E ha (I, y) 74 (0, 0)

a (0,0)-ban?

Linearis leképezések

AV, és V, vektorterek kozott hato A leképezést akkor neveziink linedrisnak, ha teljesiil minden ,u  Résy,
u V
1

AA vV + pua) = A Av + p.Au

Parcialis derivaltak 2
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A definiciébdl rogton kdvetkezik, hogy a nulla vektor képe nulla:
AO\ 1= 0\ o)
viszont mds elem a V, nem feltétleniil vétetik fol.

Véges dimenzi6s terek kozti linedris leképezés a bazis valasztasdval egyértelm?en jellemezhet? az aldbbi
matrixszal.

[Als,c =

ahol B = (b,,b,,2,b,) a V| egy bézisa, C az V, bazisa, a métrix oszlopai pedig a B elemeinek .4 dltali
képvektoraibdl, mint oszlopvektorokbdl all. Ha .4 V — V tipusu, akkor csak (Al -t szokds {rni, ha pedig
pusztin (Al -t frnak, akkor az azt jelenti, hogy a R" sztenderd bdzisar6l van sz, azaz a

1} (0} (O 0
Of[1|1]0 0
0].101,11}....]0
0/ \0) \0 1
vektorrendszerr?l.
Példak
1. Forgatés az origo koriil  szoggel:
cosyw —sing
[fl,«l: [ ,r/ ‘Lr/]
sing  cos

Vildgos, hogy ez invertdlhat6 leképezés €s az inverze a - szog? forgatés.

2, Tiikrozés a  sz?g? egyenesre.

~ |eos(2p)  sin(2p)
7] = [sin(?gﬁ-) —COS('-?#?)]

Vildgos, hogy ez is invertdlhat6 és inverze sajat maga.

Ezek ortogondlis transzforméciok, azaz a transzponaltjuk az inverziik. Specidlisan a tiikkr6zés szimmetrikus
leképezés, mert matrixa szimmetrikus. S?t, ezek alkotjdk a sikon az 6sszes ortogondlis transzforméciot.

3. Derivdl6 operacié. Legyen V a legfeljebb médsodfoku polinomfiiggvények tere. Ekkor a

Linearis leképezések
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Do

linedris leképezés:

Bazis V-ben: {1, x, x2}, ezért a matrixa:

D] =

o O O
o O =
o N O

Vilagos, hogy a leképezés képzere nem a teljes V, hanem annak egy altere (a legfeljebb els?foku
polinomfiiggvények tere) és nem csak a 0 polinom képe 0, hanem minden konstans polinomé.

Differencialhatosag

Definicio és folytonossag

. n m ) .
Azt mondjuk, hogy az f:R D= R fiiggvény (totdlisan) differencidlhat6 az € nt DDII]I:f :'

pontban, ha létezik olyan A:R" = R"™ linedris leképezés, hogy
f@) = fw)—A-(z—w)
3 lim ( )

I—u ||.T — HH

=0

Ez az A linedris leképezés egyértelm? €s ha kell, df(u)-val jeloljiik.

Egy ezzel ekvivalens megfogalmazast is kimondunk, ami rendkiviil j6l hasznalhaté feltétel lesz kés?bb. A
fenti f differencidlhat6 az értelmezési tartomanyanak bels? u pontjaban, ha 1étezik olyan

. m
£ DOlll(f]I —+ R fliggvény és A:R" = R"™ linedris leképezés, hogy

1) minden £ € Dom(f) .. flz) = flu) + Alz —u) + =(z)||z — ul| &
)€€ Clu) gge(u) =0

Ebb?] rogton kovetkezik, hogy differencidlhato fiiggvény folytonos.

Derivalhato-e az

7= ha(z,y) #(0,0)
ry) = 4 T
f(.'l'.-y) 0 ! ha |{_']_?? y) _ (010)

fliggvény?
Parcialis differencialhatésag és differencialhatosag

Ha f:R"— R™ (totalisan) differencidlhaté az értelmezési tartomanyanak u bels? pontjaban, akkor f
parcidlisan differencidlhat6 u-ban és df(u) matrixa a sztenderd bazisban:

Példak
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lramlfl a:r”fl-l

[df(u)] =1
Ot o e f]

Bizonyitds. B?ven elég egy komponensfiiggvénnyel rendelkez? fliggvényre igazolni. A hatarérték és
fiiggvénykompozici6 kapcsolatara vonatkoz6 tétel szerint, ha a bels? pontja a Dom(g)-nek, g injektiv és g(a)
bels? pontja Dom(h)-nak és 1étezik g-nek (véges) hatdrértéke a-ban és h-nak a g-nek az a-beli hatarértékében,
akkor a hog-nek is létezik a-ban hatdrértéke és

lim h = lim(ho g)
l]]m gl a

Innen a g:x(r) = u + te, fliggvénnyel(, ahol e; az i-edik sztenderd bdziselem) €s az a = 0 ponttal teljesiil, hogy

flz) — flu) — Alzr —u) flu—+te;) — flu) — Alte;)

lim =0=Ilim
r—d ||.’1‘—1.{.H t—0 ||f€z||
] f[u + te;) — f'[u:l - A(th:‘ . f{u +te;) — fl:?i:l — lF'*‘l"i"?-z' ]
0= lim = lim = lim
t— 0+ | |fE’l || t— 0+ t t— 0+
t — Alte; t tAe;
0= lim flutte:) — flu) — Alte :I— lim flutte) — flu) + tAe = lim
50— ||te:]| t—0— — t—0—
u—+te;) — flu .
lim J(utte) — f(u) =, flu) = A
t—0 { !
Példa. Tekintsiik az
ESLYS ,ha (2, 0,0
~(7m) om @wreo
g(z,y) = 0
() e G-
Ekkor
0 0
g -
ro00)- (0 9)
Viszont g nem totédlisan diffhatd, mert a (t,t) mentén a (0,0)-ba tartva:
t.t) — g(0,0) — J9(0,0) - (t,t L.9%) = (0.t L ¢
1img(' )~ 9(0,0) (0,0) - )—]im(2 ) —( )—]i (3, = lim(

t—0 \/§|l‘|  t—0 \/§|t[ £ \/_|t| t—0
ami nem létezik.

Persze g nem folytonos, és igy nem is lehet totalisan differencidlhaté.

sf & a4
Példa. f':"L y) = vV rt y-l

Parcidlis differencialhatésag és differencialhatésag 5
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Iranymenti derivalhatosag és differencialhatosag

Ha e tetsz?leges egységvektor, akkor

lim flutte) — flu)

f—0 t

— 8.f(u) — [grad f(u)] - € — [VF(u)] - €

Példa.

.. ——2— ,ha (z,v)# (0,0)
flz,y) = q V=+y y %
0 ,ha (z,y)=(0,0)

Ekkor
J1(0,0) = [0,0]
Ha tehat differencidlhat6, akkor az iranymenti derivaltak (Gateau-derivaltak) is 1éteznek (e egységvektor):

e f(u) = lim flutte) = ()

. e — o o '
lim ; = J/(0,0)- e =e-grad f(u)

Am, polarkoordinatakra 4ttérve:

2 .
. , . 777 COS 0 S11 ¢
fz(re),y(r,0)) = ,’“ £ — reospsing = -

sin 2

lvl'—‘-

= /4-etés + /4-etvéve a vetiiletfiiggvény a

]
t— —|t|
2

]

ami nem differencialhaté a O-ban.

Megjegyzés. Persze abbdl, hogy az 6sszes irdanymenti derivalt 1étezik, abbdl nem kovetkezik, hogy a
fiiggvény totdlisan derivalhatd:

Folytonos parcialis differencialhatésag
Megforditasrol a kdovetkez? esetben beszélhetiink.

Tétel. Ha az fR® — R™ fiiggvény minden parcialis derivaltfuggvénye 1étezik az u egy kornyezetében és
u-ban a parcidlis derivaltak folytonosak, akkor u-ban f differencidlhaté. (S7t, folytonosan differencidlhatd.)

Bizonyitds. Elegend? az m = 1 esetet vizsgélni. Tovabb4 a bizonyitds elve nem valtozik, ha csak azn =2
esetet tekintjiik. Legyen x az u mondott kornyezetéb?l vett pont, €s x = (x,,x,), v=(u,,X,), u=(u,,u,) Ekkor az
[x,v] szakaszon 0 f-hez a Lagrange-féle kozépértéktétel miatt 1€tezik olyan (x;) [x,,u,] szdm, €s a [v,u]
szakaszon d,f-hez (x,) [x,,u,] szdm, hogy

I[ranymenti derivalhatésag és differencialhatésag
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f(z) = f(u) = f(z) — f(2) + f(2) — f(u) =

= O f(&(x1), 22) (21 — uy) + Oof(uy, ((22)) (22 — u2) =

= 5)1f(u)(1*1 —uy) + azf(u)(l’?_ — Ug)+

+(O0f(&(x1), 29) — Or fu) ) (2 — wr) + (Oof (wy, ((22)) — Oaf(u))(z2 — uz)

itt az
gi(z) = alf(f(l‘l)a x9) — 01 f(u) és g9(x) = 0o f(24, C(41’2)) - 3‘2]0('“')

figgvények folytonosak u-ban (méghaa , fiiggvények nem is azok), és értékiik az u-ban 0. Vilagos, hogy
ez azt jelenti, hogy f differencialhaté u-ban.

Vilagos, hogy a parcidlis derivaltak folytonossaga sziikséges a fenti tételben. Az aldbbi példaban Iéteznek a
parcidlis derivaltfiiggvények az u egy kornyzetében, de az u-ban nem folytonosak.

Példa

A differencialhat6sdg azonban nem elég ahhoz, hogy a parcidlis derivaltak folytonosak legyenek.

Az
2 2\ o 1
. (z% + y*) sin ——, ha (z,y) # (0,0)
flz,y) = Tty
0, ha (z,y)=(0,0)
differencialhatd, hiszen ez az
r?-sin(lr|™2) ha r#0
f(r)=
0, ha r=0

fliggvény és r = 0-ban:

grad(f) = sin(
— sin(|r|7?).2r + r” - cos(|r|2) - (=2)|r|®

-2 _

“?).gradr’® + r’.grad sin(

r

r

Tr

Példa

f(z,y) { 0, ha (z,y) = (0,0
I, Y) = § zyx2—y?) I
_g;_qu_ ha (z,y) # (0,0)

S—’

1) Polarkoordinatisan konnyen kijon, hogy ez a fiiggvény totélisan derivélhatd. Parcidlis derivaltjai a O-ban:
0.

Folytonos parcidlis differencialhatésag 7
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2) Melyek a mésodik parcidlis derivaltjai a 0-ban?

iy — zy?
fla,y) = 212 (z,y) # (0,0)
%) (3z%y — y°)(z* + y*) — 22(2%y —xy’) 32ty — 2%y’ + 327 —y° — 2
flz,y) = 3 | .2)2 - r? + y?)?
) [Ejyg) o (2% +v7)
oot 0422-0° 4+ 32707 —0
0(91£)(0,0) = lim (2 1 0P =0
0'y + 0%° +3- 0%y — ¢ v
51£)(0,0) = li =1 =1
Fa(011)(0,0) y:E;ﬂﬁ y(02 1+ 422 91—1&1 y°
ouf(ay) =1 PR
' eyl ha [.-r,y:l # (ﬂ: D)D

81(21.1)(0,0) — lim

r—ro gsdsa

2. gvakorlat pétlé gyakorlat

Példa 8
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