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Differencialegyenletek

Legyen F:IxJ—: R korlatos és zart téglalapon értelmezett folytonos kétvaltozos fiiggvény. Az

y'=Fxy)

els?rend? kozonséges differencidlegyenlet megolddsainak nevezziik az olyan y:K— J fiiggvényeket,
melyekre

1) K [intervallum,
2) y differencidlhato fiiggvény és
3) minden x K szamra y'(x)=F(x,y(x)).

Ha (x,,y,) IxJ, akkor az egyenlet y, = y(x,) kezdeti feltételt kielégit? partikuldris megolddsdnak nevezzik az
olyan megolddsokat, melyekre y, = y(x,). Adott kezdeti feltételt kielégit? megoldas keresését kezdeti érték
problémdnak vagy Cauchy-problémdnak nevezzilkk. Az egyenlet dsszes megolddsa az egyenlet Osszes
megoldasa.

Integralgorbe, gorbesereg, altalanos megoldas

Az els?rend? kozonséges differencidlegyenlet megoldasanak keresése geometriailag a kovetkez ket jelenti.
Adott koordinatasikon egy téglalap, melynek minden pontjahoz az F fiiggvény egy szdmot (tkp.
meredekséget) rendel. Ez az irdnymez?. Keresiink olyan fliggvénygorbéket, melyek derivaltja (érint?jének
meredeksége) az adott pont abszciszdjaban éppen az F fiiggvény azon pontbeli értéke. Az ilyen
fliggvénygorbékhez tartozé egyvaltozds fiiggvények az egyenlet megoldasai, magukat a gorbéket pedig az
egyenlet integrdlgorbéinek hivjuk.

1. Szampélda.
¥y =—-——
(diff) ¥

Barmi is legyen a megoldés, az nem vehet fel 0 értéket, mert az ismeretlen fiiggvény a nevez?ben szerepel.
Léathat6, hogy az (x,y) vektor +90 fokos elforgatottja az F(x,y) értéke. Ebbe az irdnymez?be belesimul a kor:

2 2 2
(mpy T TY =T
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Az ilyen egyenlet altal leirt fiiggvénygorbe valéban a (diff) megoldasat dbrazolja (feltéve, hogy y
differencialhat6 és nem veszi fol a nullat).

Most megmutatjuk, hogy az (impl) differencidlhaté implicit fiiggvényei megoldésai (diff)-nek. A
differencialhat6 implicit fiiggvénye (impl)-nek olyan intervallumon értelmezett y=y(x) diff.-hat6 fiiggvény,
melyre minden x Dom(y)-ra:

a

2 2 2
2+ (@) = 7
valamely r-re. Ha tehat van (impl)-nek y(x) megoldasa, akkor az implicit derivélds szabalyai szerint:
D apf e yar () —
2r + 2y(x)y'(z) =0

tehat y valoban (diff) megolasa. A korivek tehat integralgorbéi az egyenletnek. Az integralgdrbék raadasul
paraméteres gorbesereggé allnak 6ssze, melyekben a paraméter a kor sugara.

(diff) megoldasai azonban ugyanigy megolddsai (impl)-nak. Az a szerencsénk, hogy megsejtettiik, hogy
(impl) az egyenlet integrélja, ezért ezt mar nem kell el?allitanunk. Legyen y olyan, hogy 2x+2y(x)y'(x) 0 és
Yo=Y(x,). Az implicit derivalas miatt tudjuk, hogy

gz 2+ (y(z))?

derivaltja, azaz 2x+2y(x)y'(x), azonosan nulla. Az integralszamitas alaptétele szerint tehit g (az I minden
korlatos és zart L intervalluman) konstans fiiggvény:

2 2 i
-+ (ylz))” =C
1r?=C-t pedig kijeloli y,=y(x,).

[Az integdlszamitds alaptétele abban a gyenge formaban, ahogy mi most hasznaltuk ez: ha a nyilt
intervallumon értelmezett folytonosan differencidlhat6é g:I— R fiiggvény derivaltja azonosan nulla, akkor ez
a fliggvény minden zart €s korlatos intervallumon konstans. Ez koézvetlen kovetkezménye a Lagrange-féle
kozépértéktételnek. Az er?sebbb alak szerint g-r?l elég feltenni, hogy Lipschitz-fiiggvény és a deridltja
majdnem mindenhol nulla.]

Altalanositott fogalmak. Azt mondjuk, hogy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdt (a H IxJ kezdeti
feltétel halmazon) a (x,y,C)=0 egyenlet? egyparaméteres gorbesereg szolgéltatja (vagy az egyenlet dltaldnos
megolddsat az el?bbi implicit egyenlet adja meg), ha minden (H-beli) (x,.y,) kezdeti feltételre van egyetlen
olyan C valds paraméter, hogy rogzitett C-re a  (x,y,C)=0 egyenlet (x,,y,) ponthoz tartozé implicit
megoldasa a differencidlegyenlet kezdeti feltételt kielégit? megoldasa.

Az egyenlet explicit dltaldnos megolddsa (a H IxJ halmazon ) a :KxR— J paraméteres fiiggvény, ha
minden (H-beli) kezdeti feltételhez egyértelm?en létezik olyan C, melyre y= (.,C) a széban forgé kezdeti
feltételt kielégit? megolddsa az egyenletnek.

Tegyiik fol, hogy a  (x,y,C)=0 implicit egyenlettel megadott gorbesereg elemei megoldasai egy
differencidlegyenletnek. Ha minden valtozéja szerint (tehdt a paraméter szerint is) folytonosan parcidlisan
differencialhat6, akkor annak az elégséges feltétele, hogy C egyértelm?en kifejezhet? legyen az, hogy
C-szerinti derivaltja sehol se legyen nulla. Ezt a feltételt az implicitfiiggvény tétele biztositja.

Integralgérbe, gbérbesereg, altalanos megoldas 2
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Szeparabilis differencialegyenlet

A legegyszer?bb differencidlegyenlet az y'=f(x), ami lényegében primitivfiiggvénykeresés. Tudjuk, hogy
(folytonos fesetén) mindig van ennek megoldasa, éspedig az integrélfiiggvény az, de ez nem feltétleniil
kaphaté meg elemi fiiggvények segitségével "http://wiki.math.bme.hukézzel
foghat6"http://wiki.math.bme.hu zart alakban. Az el?z? szampélda arrdl arulkodott, hogy a diffegyenlet
megoldasdhoz kell egy egyenlet, melynek implicit megoldasai az differencidlegyenlet megoldasai lesznek.
Ezt az implicit egyenletet konstruktiv médon nem mindig lehet megtalalni. (Az explicitet meg plane nem.)

Altalanosabb esetben a kozonséges els?rend? differencidlegyenletek megoldasat két startégidval kereshetjiik
meg. Az egzakt differencidlegyenlet és a szepardlds. Most a szeparabilis egyenletek megolddséat nézziik meg.

2. Feladat. Milyen fiiggvények elégitik ki az alabbi differencidlegyenletet?

sin

Megoldds. Nyilvan a megoldas sehol sem vehet fol nulla értéket, mert akkor
sinx

yo(z)

ott nem lenne értelmezve.

A mechanikus megoldési eljards annak az egyenletnek a legydrtdsdhoz, melynek implicit megoldésai a
szepardbilis egyenlet megoldésai lesznek a kovetkez?. Ha van megoldés, akkor nyilvan

dy sinzx

dz  o¢
y°dy = sin(z) dz

/y“dy: /sin(;z')d.r
Y7

= —cos(z) + C

i

ez az implicit dltaldnos megoldas és

y(z) = /=T cos(z) + C
az explicit dltaldnos megoldas. Olyan K—+ R differencidlhat6 fiiggvények a megolddsok, melyek
hozzarendelési utasitdsa a fenti és nem veszik fel a nulla értéket. A megoldds mechanikus megkeresése utan

tehat olyan K R intervallumokra kell szoritkoznunk, ahol az y(x) nem vesz fel nulla értéket és a 7. gyok alatt
nincs nulla (ahol az nem lenne differencialhatd).

Egzisztencia és unicitas

Tétel. Legyen f: I — R, g: J — R intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények, ahol g sehol sem
nulla. Az

Szeparabilis differencidlegyenlet 3
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szeparabilis diffegyenlet 6sszes megoldasa
y(z) = G Y(F(z) + C)

alaku, ahol G az 1/g egy integrélfiiggvénye, F az f-&.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van megoldds és ennek értelmezési tartomdnya a K [ halmaz. Ekkor
y'(z) = flz)g(y(z)),

A helyettesitéses integralds szabdlya szerint
/L dy = G(y) = /f(r) dr = F(z) + C
9(y)
azaz
Goy=F+C

ahol G az 1/g egy integralfiiggvénye, F az f-é. Mivel G deriviltja g és a derivalt nem ugrik (Darboux-tétel),
ezért G szigortian monoton, tehat G injektiv, azaz az y kifejezhet?:

y(z) = G} (F(z) + O)

Az implicitfiiggvény-tételb?] az is kideriil, hogy az (x,y)=G(y)-F(x)-C fiiggvény folytonosan
differencialhat6 és y szerinti derivaltja nem nulla, igy lokalisan 1étezik implicit fiiggvénye barmely pontban
és derivaltja:

Sy - 0@ )
Y 0,9)(z.y(x)  1g@)

3. Feladat. Oldjuk meg az y —ay egyenletet.

Mo.y 0 megoldas. Ha semmilyen pontban y nem nulla, akkor In lyl= ax +C, lyl=Ke®*, ennek differencialhat6
implicit fiiggvényei (a Bolzano-tétel miatt): y=ce®* ahol ¢ nemnulla valés szam; ha c=0 is megengedett, akkor
az y=0 is beilleszthet? a paraméteres megoldasok kozé. Val6jdban a feladat becsapas, mert ez nem
szeparabilis egyenlet. Szeparaldssal megkaphatok megoldasok, é€s mivel linedris, ezért a megoldasai
egydimenzids linearis teret alkotnak, azaz egy nemnulla megoldasbdl az 6sszes megoldas egy konstans
szorz6val megkaphat6, tehat y=ce®™* az 6sszes megoldas. Tovabba az aldbbi C--L-feltétel miatt a 0 érték?
megoldas is egyértelm?, azaz ha valahol 0 a megoldas, akkor az csak az azonosan nulla lehet.

: N A — p2arday —
4. Feladat. ( 1+27) dr —x Yy dy =0 Minden olyan intervallumon, melynek a O nem eleme
szepardlva:

1+ z°
72

ydy = dx

Egzisztencia és unicitas 4
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1, 1 1

2 1
Y= —— 4 2?4 C
y — 3T+

2

Peano- és Cauchy--Lipschitz-feltétel

Tétel -- Peano-féle egzisztenciatétel -- Ha az f(x,y)=y" egyenlet olyan, hogy az f egy (x,,y,) pont
kornyezetében folytonos, akkor van az y(x,)=y, kezdeti felt€telnek eleget tév? partikuldris megolddsa.

: [ | a2y o
Megmutatjuk, hogy a folytonosségi kitétel sziikséges. Tekintsiik a sgn(v s +y7) =y egyenletet.
Nyilvéan ennek nincs megolddsa a (0,0)-ban, mert ha lenne, akkor a derivéltja ugranak, méarpedig
intervallumon derivélhat6 differencidlhat6 fiiggvény derivéaltjdnak nem lehet ugrdsa.

Tétel -- Egzisztencia-unicitds tétel, gyenge verzid, lokdlis alak -- Ha az U nyilt halmazon értelmezett f(x,y)
folytonosan parcialisan differencidlhatd, akkor minden U-beli kezdeti feltételhez egyértelm?en 1étezik az
y'=f(x,y)-nak a kezdeti feltételnek megfelel? megoldésa.

Cauchy--Lipschitz-feltétel, er?s verzio, globdlis alak. A tétel akkor is igaz, ha f-re nem a folytonos
derivélhatsdgot, hanem csak a folytonossdgot és az egységes Lipschitz-feltételt tessziik fel, azaz, hogy
létezik olyan L szdm, hogy minden (x,y,),(x,y,) U-ra

[f(z,y1) — flzy2)| < Llyy — vel-

Ilyenkor globalis allitas is megfogalmazhat6: minden U-beli kompakt K halmazhoz és az ennek belsejében
1év? kezdeti ponthoz 1étezik egyetlen megolddsa az y'=f(x,y) differencidlegyenletnek, mely dthalad a ponton
és a megoldas grafikonja a K halmazbdl kilép.

Feladatok

a) Mi az éltaldnos megolddsa?

,  xsin(1l 4 z?)
y = A
Yy

b) Hény megoldésa van az aldbbi KEF-nak? Ha tobb van, mondjunk legalabb kett?t!
/ 3/ £~
y =y y(0)=0
Mo. a) Minden olyan kezdeti feltételhez, melyben y nem nulla van egyértelm? megoldés, éspedig

y'dy = rsin(l + 2°)dx

5

b)

Peano- és Cauchy--Lipschitz-feltétel
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2. gyvakorlat

Feladatok
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