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Laurent-sor

A Laurent-sor egyiitthato6i

&, = ! NG dz
Yo2mi J (2 — )t T
G

amennyiben a G egy a korgy?r?ben haladé a z-t egyszer koriilolel? zart gorbe.

Példa. Fejtsiik Laurent-sorba az aldbbi fiiggvényt a -i pont koriil:
sin(z + 1)
BCEDL
1. Megoldds. Tegyiik z+i=w-t és helyettesitsiink a sin mar ismert sordba. w= 0-ra:
Z 2n+l i (_1)” 2n+1-3
. w2 _
o3 D} |
w? = ( ?n + l —(2n+1)!

"http://wiki.math.bme.hu2n+1-3=2n-2=2k"http://wiki.math.bme.hu-val ill 2n=2k+2-vel, ill n=k+1
)L +1

o0
Z w*

2. Megoldds. Az képlettel és a sin derivaltjaival.
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n +4 < 0-ra, azaz n < -4 -re az integrandus regularis, igy az integral 0, s?t n=-4-re és n=-3-re is ez a helyzet. n
> -3 -re a derivaltakra vonatkoz6 Cauchy-féle képletekkel kell kiszdmitanunk, az n-edik egyiitthatt abbdl a
képletb?] szamoljuk, mely nevez?ben 1év? n+4 = (n+3)+1 miatt az n+3-edik derivaltat adja. Mivel

o a3y (A3 Csin(w)
sin*" " (0) = - — dw
G
ezért
1 271 . b.inl: n+3) (O)
> -3 0 = (n+3) 0) = — 7
e “amimra VT i)
2l=n-nel
sin@*2(0) (—1)H+1
’ - = 7 1) ] ¢ 1 > _J,
AT TRiy @i R

Cop ::0. hBA l'<‘—1

F?rész nélkiili Laurent-sor

Ha nincs a Laurent-sornak f?része, akkor R =0 és az f fiiggvény a z,, pontban vagy reguldris, vagy
megsziintethet? szakaddsa van. Ez utébbi amiatt, hogy ebben az esetben f'a z-on kiviil azonos egy
hatvanysor 0sszegfiiggvényével, mely azonban Abel tétele miatt folytonos és igy hatarértéke a helyettesitési
értékkel egyenl?. Tehdt, ha filyen, akkor:

20 o0

]1m_ f(z) = _} Z — 20)" = Z ¢, 0" = ¢
~J <~ <] : n— 0

hiszen a hatvanysorokndl a kézéppontban a 0° hatvanyt 1-nek értelmezziik.

fkiterjeszthet? ezek szerint analitikusan kiterjeszthet? és az értéke

f(20) = co

Vildgos, hogy ezesetben a c, egyiitthaték pontosan az fkiterjesztésének taylor-sori egyiitthatdi, hiszen a
derivaltakra vonatkozé Cauchy-formuldkat a Taylor-sorral 6sszevetve:

fm(:u]' = :j_ f e f{j];an:

Zf '(20),

n!

n=0
barmilyen a z,-t egyszer koriilolel?, a korgy?r?ben haladé zart gorbére.

Példa. Igazoljuk, hogy az aldbbi fiiggvény reguldris a O pontban és szamitsuk ki a a kiterjesztés osszes
magasabbrend? derivaltjat!

A Laurent-sor egyUtthatoi 2
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) e“ — 22— 1
fla) = ———

Megoldds. Elvileg ez egy Laurent-sor, hisz szamldlobeli reguldris fiiggvény van elosztva z2-tel. De konkrétan
elvégezve:

2.3:—{—...

azaz f a 0-t kivéve egy reguldris fiiggvénnyel egyenl?, azaz kiterjeszthet? reguldrissa és ez a fenti. A
derivéltakat a Taylor-sor egylitthatéi adjak a megfelel? faktoridlissal megsorozva. k=n-2-re:

(N .- i.,n—?_ : Lk ¢ Kk
f‘--”—Z 1 _Z(Aurz)!" _Zk!(k+1)(k+l")~

azaz

o
0= e o)

A végtelen pont koriili Laurent-sor
Legyen az f: C 20— C fiiggvény az egy kornyezetében mindenhol reguldris.
¢ Reguldrisnak nevezziik az f(z) fiiggvényt a -ben, ha az F(1/ ) fliggvény (azaz a @ (1/id) fiiggvény)
regularis 0-ban, azaz ott megsziintethet? szakaddsa van.
e Azf -beli Laurent-sordn a }.© (1/id) sort értjiik, ahol ) az f© (1/id) fiiggvény O-beli Laurent-sora.
o ) f2része a }.C (1/id)-ban a reguldris lesz és forditva, azaz

e ) © (1/id) konvergenciatartomdnya |zl > 1/r szamok, ahol O<lzl<r-ra konvergens }_.

Példa. Irjuk fel az

fliggvény koriili Laurent-sorét!

Megoldds.

F(g):f@ -
S S

Ez csak f7részt tartalmaz6 0 < | 1<+ tartomdnyon konvergens sor, azaz el?4llitja f© (1/id)-t. fugyanigy
viselkedik -ben, mint 2 (1/id) a nulldban, igy f-nek a -ben csak f?részt tartalmaz és a sora maga az f.
Reziduuma O.

Példa. irjuk fel az

1

f(z) = e

F?rész nélklli Laurent-sor 3
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fliggvény koriili Laurent-soréat!

Megoldds.
. 1 :
F(()=f|=)=¢
g
Ennek sora:
e =1+ +..

ésal |<+ tartomanyon konvergens és csak reguldris része van. Tehdt vissza transzformalt sor:

A |

f(z)=1+—-+..
mindenhol konvergens és szintén csak reguldris része van. S?t, ekkor azt mondjuk, hogy f az -ben reguldris.
Reziduuma -1
Példa. Irjuk fel az
1

1—1

fliggvény koriili Laurent-sorat!

Megoldds.

F(g):f('—{): L
G 1 —¢

Ez a B(0,1)-en konvergens és csak reguldris tagokat tartalmaz. igy a  koriili sor is csak azt fog tartalmazni
és

v 1 1 1

konvergens lesz a Izl > 1-en. Reziduuma 1.

Szigularis helyek és osztalyozasuk, reziduumszamitas

Az f: D — C nyilt halmazon értelmezett fiiggvény izoldlt szinguldris helyének nevezziik a <0 eC pontot, ha
fértelmezve van a z;, egy kipontozott kdrnyzetében, de ott a fiiggvény nem regularis.

Itt a nem regularist ugy értjiik, hogy vagy értelmezve van, de ott nem komplex derivalhatd, vagy nincs
értelmezve.

A definiciéval mésképp is fogalmazhat6. Ha az f: D — C nyilt halmazon értelmezett fiiggvény esetén a
z20£C pont olyan, hogy létezik > 0, hogy

A végtelen pont kérdli Laurent-sor 4
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Bs(z0) € D
akkor a kovetkez?k ekvivalensek:

1. z, f-nek izolalt szinguldris pontja
2. z,-ban f nincs értelmezve, vagy nem folytonos

ugyanis, ha folytonos az adott pontban, koriilotte pedig reguléris, akkor az adott pontban is regularis (v.0.
Riemann-tétel).

Reziduum

A Bs(z0) reguldris fiiggvény sorbafejthet? z koriil. Eppen ezért, minthogy a Laurent-sor ¢ , egyiitthat6ja
maga a reziduum, ezért a szinguldris helyek koriili sorfejtésb?l mindig adédik a reziduum is. Erteimezziik a

koriili reziduumot is, az a -c_; egyiitthato.
Megsziintethet? szingularitas

A Balz0) _n reguldris fiiggvény sorbafejthet? z, koriil. A szingularitdsait ezért konnyen osztilyozhtajuk a
Laurent-sora szerint.

Az aldbbi tétel azt mondja, hogy ha egy izolélt szingularitds megsziintethet? szakaddas, akkor ott nem csak
folytonossa tehet? az f, de regularissa is.

Tétel. f-nek pontosan akkor van a z,, izolalt szingularitdsban megsziintethet? szakaddsa, ha a Laurent-sora
csak reguldris részb?l all. Ebben az esetben a fiiggvény reguldrissa tehet?.

Bizonyitds. A megsziintethet? szakadas definicidja miatt tudjuk, f-nek akkor van a z-ban megsziintethet?
szakaddsa, ha

lim £(z)

zZ0

l€tezik €s véges. Ekkor f egy z, koriili kdrnyzetben korlatos. Beldtjuk, hogy ekkor a Laurent-sora csak
reguldris részb?1 dll. Az egyiitthatéformulabdl, k < 0 egészre €s K r sugaru korre:

2 '
K,

1 L, TR 1 . " | B
lc—k| = ]{f(i)(l —z0)" Mz | < o y[ |f(2)](z=20)"H|d2 = %1\"'2”’“ —0
K,

hiszen f korl4tjdhoz 1étezik olyan kis kdrnyzet, ahol a nulldhoz tarté mdsodik tényez? K-ndl kisebb (vagy 1,
és akkor a képletben és a végeredméybencsak K szerepel). Ha pedig r-rel tartunk a 0-hoz, az egyiitthat6
elt?nik.

Persze ekkor az f fliggvény egy reguldris fliggvénnyel egyenl? a z-on kiviil, a z-ban pedig f folytonos.

Ertelmes tehat a kovetkez? definicio:

Definicid. f-nek a z-ban megsziintethet? szingularitdsa van, ha a z, izolalt szingularitdsa és ott a
Laurent-sora csupa reguldris.

Szigularis helyek és osztalyozasuk, reziduumszamitas 5
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Példa. Igazoljuk, hogy az alabbi fiiggvénynek megsziintethet? szingularitdsa van a 0-ban!

_ e —1
1) = sin 2
Megoldds.
Tudjuk:
e* —1 2
f(2) = —— =
2 Sin =

a nulldban az 1-hez tart, igy 1) reguldris a O-n kiviil, 2) a 0-ban 1étezik véges hatarértéke, igy a tétel miatt
megsziintethet? szingularitdsa van.

flymédon definidlhatjuk az  pont regularitésat is.

Példa. 7, =

f(z) =sin (%)

Megoldds.

Ez a fiiggvény a végtelenben reguldris, vagy masként megsziinetethet? szingularitdsa van. Ugyanis a

7 () =sin2)

fiiggvény a O-ban folytonos médon elt?nik. Az  kdrnyzetében a fiiggvényt az

amely csak reguldris tagokat tartalmaz és

0=

1 sin
lllol;lk f(z) = lim% : L =0

o~

-

ahogy a tagonként hatarétékképzésb?l is ez jon ki.
Poélusszingularitas

Az fnek p6lusszingularitdsa van a z,, izolalt szinguldris helyen, ha a Laurent-sora f?rész€ben legaldbb egy, de
legfeljebb véges sok tag van.

Részletesebben. Az fnek k-ad rend? polusszingularitdsa van a z;, izoldlt szinguldris helyen (k>0 eg€sz), ha a
Laurent-sora f?részében a c , egylitthaté nem nulla, de az 1/z k-nal magasabb hatvanyai mér nem szerepelnek

Megszlntethet? szingularitas 6
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a frészben.

Maisként.
. , ' lim f(z2) = o0
z pontosan akkor p6lusszingularitds, ha z—z0 " ~ ko
* o oo im (2= 20) T f(2)
z pontosan akkor k-ad rend? pélusszingularités, ha #—20 véges, nemnulla, de

bim (2 = 20)"" f(2)

mar nulla.

Plusszingularitasok rendjének kiszadmitasara két fontos lemmat hasznalhatunk.

Allitas. Az f: D\ {z,} — C fiiggvénynek pontosan akkor van k-ad rend? pélusszingularitdsa a z,, helyen, ha
létezik olyan D-n reguldris g fiiggvény, mely z,-ban nem nulla, és minden D-beli z #z,-ra:

_ 1
f(z) = —)kg(;')

(2— 20

alakuak, ahol g regularis, ezt azért nem bizonyitjuk, mert szinte csak atfogalmazasa a definicionak.

Példa. Vildgos, hogy az

COs =

fz) = - 1821

fliggvény pélusszingularitdsanak foka 1821.

cos(1820) (0) (—1) 1820/2+1 1

Res f=  1820! 18201 1820

Példa. Milyen szingularitdsa van az

; 9
1 — cos 2z~

F) =

fliggvénynek?
Megoldds.
. l—cos(z?) 1—cos(z?) 1
flz) = 1821 = A " I8IT

-ben az els? tényez? reguldrissa tehet? O-ban (hiszen egy 0-koriili reguldris hatdnysorral azonos a 0-n kiviil),
igy f-nek 1817-ed rend? pdlusszingularitisa van.

Pélusszingularitas
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Allitas. Ha az f fiiggvény

L9(2)
e

alaku, ahol g,h regularis €s h-nak a z;-ban k multiplicitdsu zérushelye van, akkor f-nek k-adrend? pélusa van
7,-ban.

Bizonyitas. Vegyiik h z, koriili Taylor-sordt. A k multiplicitds azt jelenti, hogy a

< h (n)(za)

— n!
sorban
h(z) =0
{l'(?o) =0
}z.':k_”(:o) =0
de

Tehat

_ > A" () _
h(z)=) (. (= — 20)"
n=~k -

n

Kiemelve (z-z,)*-t kapjuk:

g(z) 1 9(2)

~ — ~ Yk o , . .
~ 7 =0 (n+k) ( » 1
( ) E h'n '("0) (n+k)!

(: _ :0)71+l-;

n=0
ahol az utolsé tényez? reguldris.

A reziduumok szamitdsandl nagyon hasznos a kovetkez? lemma (mely konnyen altalanosithat6 olyan
esetekre, amikor a derivalt is elt?nik).

Allitas. Ha az f fiiggvény két reguldris hanyadosa

6= 15

€s a z,-ban izoldlt szingularitasa van gy, hogy h(z,)=0, de h'(z,)# 0, akkor az ekoriili reziduum:

Pélusszingularitas 8
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9(z0)

Res,, f = h’( o)

Ugyanis, vegyiik h z, koriili Taylor-sorat:

x A (n) (:O)

n!

(‘: _ :O)n

n=1
Ebb?1 kiemelhetiink z — z,-t:

9(2)
(2 — 2p) 121 '%(: — 2o)"

Hasznaljuk a reziduumtételt és a Cauchy-formulat a residuum kiszamitisara:

glz)

—‘C (n](

=)
T_(v_-yupf
2mi - Res,, = ?{f(:)ch = ?{ — dz =
(2 — 20)
G G

9(2) '
zj_c: h(™) (2q) (: s :0)17—1 h',(:'O)

n!

2

I
B
I
&
o

alkalmas G gorbére.
Magasabbrend? pélusszingularitdsok reziduuménak kiszamitdsara a kovetkez? formula érvényes:

Tétel. Ha f-nek k-adrend? péSlusa van z-ban, akkor

Ressof = =gy Jim (G = 30/ ()™

Ezt a formulat csak abban az esetben bizonyitjuk amikor 7z, véges. Ebben az esetben a fenti hatdrérték, maga

2o 2 0 2

C_k + + €1
(z—20)k 7 z— 2

ezért &varphi; mér egy Taylor sor, és vildgos, hogy a c , tagot a Taylor-sora k-1-edik tagjdnak
egylitthat6jabol szamithatjuk ki:

+co+c1(2— 29) + ...

Pélusszingularitas 9
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0(2) = (2= 20)*f(2) = copttcq(z—20) T reo(z—20) +er(z—20) ..

azaz

Res.of = =59 0)

Példa. Milyen szingularitdsa van az aldbbi fiiggvénynek a nevez? zérushelyein? Mennyi a reziduuma?

cos(3z)
sin?(52)

Megoldds. Masodrend? szing. a zérushelyeken. Ugyanis, a zérushelyek

(sin?(52))’]., = 10sin(5z2) cos(5z),, = 0
(sin*(52))"|., = (10 blll() ) cos(52))'|., = 50 cos(2xl) = 50 # 0
/
5 COS(32
Resgf = [ 2*—5—~ 2( ) =
sin“(5z) / |
Kicsit bonyi és a hatarérték szamitasa prolémat okoz.
Erdemes inkdbb a derivaltra vonatkozé Cauchy-formulaval:
1.
L 0s 3_\ 2522 ) ’
Reso f 1 95 €S9y 2w ] 3 2527
e5 = : = — COS o2
0 271 22 271 \ 25 sin?(52) ) |._,

P
“| o
a

2
Iy

ahol reguldris.

Pélusszingularitas 10
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9 2 34 B
3(32) =1 — 2"+ —=
cos(3z) 5 + m +
o 58 5%, , 5%
sin®(5z) = sin(5z2) xsin(52) = (5:‘—7:“‘+...)x(‘5:—7: +...) = 25:“—?:4
Ekkor:
cos(3z) = f(z)sin”(52)
9 34 c_ c_ 54
L= 22?4 ot b = (G — +p(2) X (2627 — 2t ) =
2 4! 24 2 3
54 ) 54 )
= 250_2—§6_23'2+250_1:+25c*0:‘+ = 250_2-{—250_1:-{—(—?6_24—2500):‘

S mivel az cos(3.) sordban nincs es?foku tag, ezért az eredménysorban sem lehet, azaz 25¢ | =0, azaz a
reziduum O.

Gyakorlas

Példa. Legyen

3

~
—~

1e) = = DE=D

Mennyi a

jl{ f(z)dz
|z|=2

integral?

1. Megoldds. Kiszdmitjuk a -beli reziduumot. A = 1/z helyettesitést alkalmazva fejtjiik sorba a =0 koriil:

)l""

w

Aoty ¢ _ 1

5

Ezt a 0-ban Taylor-sorba fejthetjiik:

o0

FQO =Y (=C+)"=14+¢=C+C+ )+
n=>0
Visszatranszformalva:

—

f(2)=14—-+..
azaz a f valéban reguldris az -ben és reziduuma -1. Emiatt az integral +2 1, ugyanis

Gyakorlas 11
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Res, f + Res; f + Res_;f + Res . f =0

,

1gy

Res, f + Res; f + Res_;f = —Resf = —(—1)

2. Megoldds. Egyenkint, Cauchy-formuléval.

f ,3'-’+1‘ d- n % liz+i','(::—.ljl d- n f liz—i','(::—.ljl ds —
z—1 Z2—1 z241
|z—1|=1 |z—i|=1 |2+i|=1
.3 3 o 1
= 2mi ———| +2wi - 4271 _ = —+—(i+1)+-
241 (z+i)(z—1) z—i)(z—-1)|_,; ' ) 4

Példa. Jellemezze a szinguldris helyeket!

fe) =——

I —e=?
Megoldds. A 0 és az  szinguldris helyek, tovabba a nevez? zérushelyei:

;1
. 1271

Mivel ennek a sorozatnak a 0 torlédasi pontja, ezért a 0 nem izolalt szingularis hely. (Tehat a Laurent-sorra
alapozott tételeink ra nem hasznalhat6k. Ennek ellenére elvileg megvizsgalhatd, hogy van-e ott hatarérték
vagy sem, de nem a sajitos komplex eszkozokkel. Ekkor természetesen azt kapjuk, hogy nincs hatarértéke
(még végtelen sem), de ebb?l nem tudunk a 1ényeges izolalt szingularitdsok tulajdonsagaira kovetkeztetni!)

A véges izolalt szingularis pontokban

Gyakorlas 12
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