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Tipuspéldak
Egész Kitev?j? hatvanysorba fejtés

(v.0.: Egész kitev?j? hatvdnysorok, Laurent-sor )

F? eszk6z: mértani sor:

e
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n=0

Példa. Adjuk meg az aldbbi fiiggvény 1 koriili 6sszes Laurent-sorat! Valasszuk ki ezek koziil azt, mely a
fiiggvényt a O-ban allitja el?!

(2] <1)

z+1
Megoldds. A fiiggvénynek izolalt szinguléris pontja a -i.

Az a =1 koriil a kovetkez? esetekben fejthetiink sorba, ha Iz - (-i)l < Iz - 1 |, ekkor Taylor-sort kapunk, és Iz -
(-i)I > Iz - 1 1, amikor Laurent-sort. Az els? esetben -(z - 1) els?fokid polinomjaként kell a nevez?t felirni, majd
a konstans tagot kiemelni, hogy az 1 legyen.
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ahol n+2 =k -ra tértiink at. Ez a sor akkor lesz konvergens, ha a szdmitasok soran kialakitott mértani sor
kvociense, azaz |z-11/I-1-il < 1, ami a Iz-1I<l-1-il= V2 tartomdnynak felel meg.

A masik esetben a (-1)/(z - 1) els?fokud polinomjaként kell a nevez?t felirni, majd a konstans tagot kiemelni,

hogy az 1 legyen. Ezt a legegyszer?bben tgy tehetjiik, ha a (z-1) ely?fokd polinomjaként irjuk fel a nevez?t,
majd (z-1)-et kiemeliink (amivel 1 marad ennek a tagnak a helyén).
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Reziduum-szamitas

Milyen tipusu szingularitdsa van, mennyi a reziduuma a szingularitasi helyen?

f(z) = zch (%)

Megoldds. 0-ban izolalt szingularitdsa van. A sorfejtése:
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f(z) = zch (T

1
2! 2 41 23

A Laurent-sor f?részében  sok tag van, igy a 0 1ényeges izolalt szingularitds €s leolvasva: Res,, f = 9/2.

1—cos(22) _ 9
22 =
f(:') - 3

~

A szamlalé sorfejtése:
1 — cos(2z) 22 94,2 96,4 | 94,2 6.4
22 2 Al 6!

A tort sorfejtése:

24 26~
T

£() = -

Tehat a 0-ban pélusszingularitas van, éspedig 1 elem? a f?rész, ezért els?foki a reziduum: -2/3

Megjegyezziik, hogy f el?4ll g(z) / z alakban, ahol g(z) regularis és g(0) nem nulla, mert:

1—cos(2z)

f(z) = —2—

szamléldja regularissa tehet? a g(0)=-2/3 definiciéval.

3. Csak a 0-ban!

Reziduum-szamitas
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f(2) = ()

Megoldds. Trjuk fel nemnulla reg / ? alakban:

Azt kell megvizsgélni, hogy a nevez?nek a 0 hanyszoros multiplicitisi gyoke:
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Tehat egyszeres, azaz f a kovetkez? alaku:

1 1

U 1. 28
Tl gt 5

Vagyis f-nek a 0-ban els?foku p6lusszingularitdsa van. A residuumot szamolhatjuk a képlettel (els?fokud
polus reziduuma):

g(0)
Res,_of(2) = =1
eb‘—Of( ) h,(O)
mivel
1 » 29
h(z) =2+ ?3 + T

Vagy szamolhatjuk "http://wiki.math.bme.hutigyeskedéssel"http://wiki.math.bme.hu, ami furcsaméd mindig
célravezet, ha a nevez? elemi fiiggvény:

1 1
C_]T + g —f—C’L,: + ... = f(l) = 1 5 >0
~ :+§:' _*_?_

_ 1 1, 2
l=(ca-+ecoterz+...) X (,:+5: +§—...) =
~ ‘ . | - l “'.

=c1+cztc 4’ + (c3 + C—L?)»:-l + ..

azaz Res=1.

Megoldds. 0 5-6dfoku pdlus. A képelettel a Res:

Reziduum-szamitas
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1, .sinz
lim — (2" ——

20 4]

‘)(4] _?

Hiszen a derivalas alatti fiiggvény egy a 0-ban regulérissa atehet? fiiggvény, melynek ilymédon a 4.
derivaltja tekinthet? a derivalt hatarértékének.

Ugyeskedéssel:

Res = 1/(5!)
Cauchy-tipusu integralok
Eszkoz:

Ha f reguléris, akkor minden az a-t a belsejében tartalmazé G egyszer? zart gorbére:

flﬁ-n’)(a) _ n'i fa ( f )

27 2z —a)ntl)

~

~—| 2

G

1. Szamoljuk ki minden ¢ =~ Z-re az

I. = j/ S—h(jl‘) dz

|z|=1
integralt! Megoldds.
I. =0, ha c<0
mert ekkor az integrandus reguldris fiiggvény, igy a Cauchy-féle integraltétel miatt integrélja O:

B 27r'if':’:” 1) (0)

[C )
(c—1)!

ha c>0

ahol f(x) = sh(2x), a C-formuldk miatt.
0, ha c—1 ps

51](2;1?)':C_13'|2:0 —

21 ha c¢—1 pn

Integralas véges sok szingularis pontot koriilhurkol6 gorbén

Eszkoz: A szinguldris helyek koriil kiillon-kiilon kis korokon integralunk, melyekre az integrélt a
reziduumtétellel, vagy Cauchy-formuldkkal szdmoljuk.

Cauchy-tipusu integralok
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1.
Legyen
:3

1) = 24+ 1)(2—1)

Mennyi a
?{ f(z)dz=

|z]=2

integral?

1. Megoldds. Kiszamitjuk a -beli reziduumot. A = 1/z helyettesitést alkalmazva fejtjiikk sorba a =0 koriil:

1

—D 1=+ =¢

L
o')l"'

(%+1)

5

~

Ezt a 0-ban Taylor-sorba fejthetjiik:

FQO =Y (=C+)"=14+¢=C+C+ )+
n=>0
Visszatranszformalva:

azaz a f valéban reguldris az -ben és reziduuma -1. Emiatt az integral +2 1, ugyanis

Res) f + Res;f + Res_;f + Res,.f =0

18y

Res, f + Res; f + Res_; f = —Resf = —(—1)

2. Megoldds. Egyenkint, Cauchy-formuldval.

3 3 »3

f m dz + f (‘z+i)(2—'1:] dz + % (‘z—i)(z—'l) dz —
z2—1 2—1 41
z—1|=1 2—i|=1 |z+i|=1
23 23 23 1 1 1
= 271 271 271 = —4—(i+1)+—-(1—17) =
= T ey s e e oy (B e b

Integralas véges sok szingularis pontot kdrilhurkol6 gérbén 5
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2. Keressiink potencialt a
3 9.2 2
v = (2zy>, 32y®, %)
térbeli vektormez?hoz!

3. Keressiink potencialt a
v = (;1"3 + ys, 3;1?y2)
sikbeli vektormez?hoz!
Vektor és skalarmez?k derivalasa
e d - - —l _.?
grad (r - [r[") =7
rot (div (r|r|)r) =7 rc R’

u =7 ha. gradu = r|r|’ re R\ {0}

Vektor és skalarmez?k derivalasa
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