Matematika_A3a_2008/2._gyakorlat

<Matematika A3a 2008

Tartalomjegyzék

¢ 1 Gyakorlatok kezdeti érték
feladatra

¢ L1
Fiiggvényegyenletek
¢ 2 Homogén fokszamu
egyenletek
¢ 3 Egzakt differencidlegyenlet
¢ 3.1 Definicid
¢ 4 Egzisztencia- és
unicitastétel
® 5 Az egzaktsdg jellemzése
e 6 Példak

Gyakorlatok kezdeti érték feladatra

1. Oldjuk meg az
J = 2 costy
siny
egyenletet az
T
N y(0) = ;_E
b y(O.) = ;
o Y0 = +2m

kezdeti feltételek mellett!

Mo. a) Ehhez egy konstans megoldds tartpzik és nincs mésik a (0,- /2)-n athalad6, mert az y szerinti parcidlis
derivalt korlatos.

b) Az éltalanos megoldasbol keressiik a kezdeti feltételt kielégit? megoldast:

siny 9
costy’
Y

—4 . / 2
—cos " yY(—siny)y ==z
1 3 L 4
—cos “y=-a"+C
3 Y73

Az implicit egyenlet:

cos dy=x3+3C

Ha x=0 és y= /4, akkor
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és

y(x) = arccos

c) ugyanez + 2
HF. Oldjuk meg az y' = sin(x) yln(y) egyenletet az

a) y(0)=1,
b) y(0)=e

kezdeti feltételek mellett!

Fiiggvényegyenletek

2

2 2
=T

2. feladat. Van-e nemdifferencialhatd, de folytonos megoldasa az Yy fliggvényegyenletnek? Mo.

Igen: y(x)=IxI nemdifferencidlhaté, de folytonos megoldasa.

3. Feladat. Hiany megoldésa van az If(x)l=e* R-en? Hany diffhat6 ebb?1? Mo. Végtelen sok megoldasa van,
pl.: minden n természetes szamhoz talalhaté mo., melyek egymashoz paronként kiilonboz7k: f(x)=e*, ha x
nem az n természetes szam €s -e*, ha x az n természetes szam. Ebb?1 kett? diffhaté akad: e*, -eX, ami a

Bolzano-tételb?] kovetkezik. Ha ugyanis lenne nem csak poz. €s nem csak neg. mo., akkor a 0-t is felvenné,
ami lehetetlen, mert az exp. fiiggvénynek nincs nulla értéke.

Homogén fokszamu egyenletek
Az F(x,y) n-homogén fiiggvény, ha minden esetén
F( x, y)= "F(x)y).
Az y'=F(x,y) egyenlet homogén, ha F(x,y) 0-homogén.
Homogén egyenleteknél az y=ux helyettesités vezet célra. Akkor
y'=u'x+u
Feladat. (2x+y)dx + (y+x)dy =0 Homogén, mert

S, 2ty
r+y

jobb oldala 0-homogén:

2v+y 2+ Ay 2z +y
r+y  Ar+dy T4y

Gyakorlatok kezdeti érték feladatra
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, 2+ u
ti.:r—i—ti.——l_'_u
) 2+ 2u + u?
ur—= ————
1 +u

l4+u ;1

2 4+ 2u+ w2t T T
Egzakt differencialegyenlet

Definicio

Legyen U R?2 nyilt halmaz és P,Q: U — R folytonos fiiggvények, Q sehol sem nulla. Azt mondjuk, hogy
az

P(z,y)

/ 2 -

V=0 (EX)

differencidlegyenlet egzakt, ha 1étezik olyan F: U —+ R folytonosan differencidlhaté fiiggvény, hogy
oF I 4
or oy |

Szampélda. Az
y _ —

y

egyenlet egzakt, mert az F(x,y)=x?+y? fiiggvény olyan, hogy 0 F(x,y)=2x, 0 F(x,y)=2y, mirmint az

alakjiban egzakt.

Elméleti példa. Minden

y =23 (recw), gec(), 0¢Ran(g))
9(y)

alaku szeparabilis differencidlegyenlet egzakt, hiszen ha g integralfiiggvénye G, akkor
. . . ,
gy = flz) = Gly)=Fx)+C

Alkalmas tehat az alabbi fiiggvény:

_ oP od
P(z,y) :=G(y) — F(z) =C = =1 a9
Oz dy

Homogén fokszdmu egyenletek
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Jelen esetben a G fiiggvény derivaltja (G'=g) sehol sem nulla folytonos fiiggvény, ezért szigordan monoton.
Emiatt kifejezhet? y éspedig:

y(z) = G (F(z) + C)
Megjegyzés. A megoldasokat implicit mddon adja meg az

®(z,y) =C
egyenlet. Mivel

0P

3y 7"
e’zért az implicitfiiggvény-tétel miatt y-t "http://wiki.math.bme.huki lehet fejezni"http://wiki.math.bme.hu.
Erdemes feleleveniteniink magét az implicitfiiggvény-tételt:
Implicitfiiggvény-tétel -- Haa :IxJ — R folytonosan differencidlhato fiiggvény az (x,,y,) int(IxJ)
pontban teljesiti a d /dy = 0 feltételt, akkor a (x,,y,) pont egy kornyezetében egyértelm?en létezik az

(x,y)= (x4.y,) egyenletnek az (x,,y,) ponton athaladé implicit fiiggvénye, azaz az x, egy K I kdrnyezetében
értelmezett, J-beli érték? y derivalhato fiiggvény, melyre minden x K esetén:

bz, y(z)) = P(z0,90), y(z0) = o
és ennek derivaltja minden x  K-ban:

ML (e TOTEN oz
Y (1) — oo

dy (z.y(z))

Egzisztencia- és unicitastétel

Tétel. Legyenek P és Q az U R? nyilt halmazon értelmezett folytonos valds fiiggvények, Q sehol se nulla,
grad F = (P,Q) valamely F: U — R folytonosan differenciélhato fiiggvénnyel €s (x,,y,) U. Ekkor

1) az

(ex) y'=-PIQ
egyenletnek egyértelm?en I€tezik az y, = y(x,) kezdeti feltételt kielégit? y lokdlis megolddsa €s
2) az

(impl) F(x,y) = F(x,,y,)

egyenlet (x,,y,)-on dthalad6 egyetlen lokalis implicit fliggvénye az (ex) egyenlet y(x,) = y, kezdeti feltételt
kielégit? egyetlen lokalis megoldasa.

Biz. 1) Egzisztencia. Belatjuk, hogy (impl) egyetlen (x,y,)-on dthalad6 implicit fliggvénye megolddsa az (ex)
egyenletnek.

Definicio 4
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IF

a = QI:IEH yI:I]I ?é 0

I:.I:D.‘y'ﬂ\.l

igy az implicitfiiggvény-tétel szerint, egyértelm?en létezik F-nek y=y(x) implicit fiiggvénye az adott pont egy
kornyezetében és ennek derivéltja az értelmezési tartomdnyanak minden pontjdban:

OF
y'(z) = — 3z = Y@) __ Plz,y(z))
oF Qz,y(z))
5,2 (T
y

tehat y az (ex) differencidlegyenletnek is megolddsa, és ez kielégiti a kezdeti feltételt.

Unicitads. Tegyik fel, hogy 1étezik megoldésa a kezdeti érték feladatnak. Legyen egy tetsz?leges megolddsa
v, azaz

V) - @)
Qz,y(x))

Ez az egyenlet a grad F = (P,Q) miatt el?4ll

dF oF
dy

—y' =0
alakban. Most belétjuk, hogy y (impl)-nek implicit megoldasa. Az 6sszetett fiiggvény differencidldsi szabdlya
miatt (d(F2 G)(x,y)=dF(G(x,y)) @ dG(x,y) ) az el?z? egyenlet a kovetkez? formdban is irhaté:
' EJF OF
Flz,y(x))) = [grad F| 2 en] - — N4y = =0
I: I: y': :l :I [g |E1-yi1).] y"l:i':l d | (zylz)) T Y ay |_$.yl:mjl".l

x értékei egy intervallumbdl keriilnek ki, ezért az integrdlszdmitds alaptétele szerint az x —+ F(x,y(x)) egy
konstans fiiggvény. De a feltétel szerint y(x,) = y, teljesiil, ezért x +— y(x) egy (x,,y,)-on athalad6 implicit
fiiggvénye az F(x,y)=F(x,,y,) egyenletnek. Ez az utbbi azonban egyértelm?en van meghatdrozva, ezért a
kezdeti érték feladat minden megoldésa egybeesik ezzel az implicit fiiggvénnyel, azaz a megoldés
egyértelm?.

2) Az implicitfiiggvény tételében adott egyetlen implicit fliggvény az 1) egzisztencia része miatt megoldésa
(ex)-nek és 1) unicitds része miatt ez az egyetlen megolddsa (ex)-nek.

Az egzaktsag jellemzése
Megjegyzés. Az egzakt differencidlegyenletet még
P(z,y)+ Q(z,y)y" =0y P(z,y)dr+ Q(z,y)dy =0

alakban is szokas irni.

Egzisztencia- és unicitastétel 5
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Ez ut6ébbi egyenletr?l azt is mondjak, hogy akkor egzakt, ha a P(x,y)dx + Q(x,y)dy kifejezés
"http://wiki.math.bme.huteljes differencial"http://wiki.math.bme.hu, amin azt értik, hogy létezik olyan F(x,y)
fiiggvény, melynek teljes differencidlja:

dF(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy
Ezt a mai jelolésekkel a kovetkez?képpen irjuk. Egy F kétvaltozds fiiggvény teljes differencidlja egy linearis

leképezés, mely a sztenderd {(1,0),(0,1)} bazisban felirt koordinatdival nem mads, mit a parcialis
derivaltjainak sormatrixa:

. ,_ oF OF
dF(z,y)] = grad F(z,y) = | 7 , o
dr = Jdy
Emiatt a (C) feltétel a kovetkez? alakban is irhaté:

[dF] = [P, Q] y, grad F = [P, Q)]

Tehat az egzakt egyenletben a (P,Q) vektormez? (vektorérték? fiiggvény) potencialos. Innen hasznos
jellemzést kapunk az egzaktsigra a vektoranalizisbeli ismereteinkb?l.

Tétel. Legyen U egyszeresen Osszefiigg? nyilt halmaz, P,Q: U —+ R folytonosan differencialhaté
fiiggvények (Q sehol sem nulla). A Pdx + Qdy = 0 egyenlet pontosan akkor egzakt, ha

P 0Q
dy Oz
Az F fiiggvényt, az Pdx + Qdy = 0 egyenlet integraljanak nevezziik.

Ezt a tételt j6l ismerjiik és a bizonyitasat a vektoranalizisben vettiik.

Megjegyzés. 1) A feltétel nem mas, mint az, hogy a (P,Q) sikbeli vektormez? rotaci6ja azonosan nulla.
Ugyanis a rotacio a sikbeli (P,Q) vektormez? esetén:

g _op
Oz By

rot (P, Q)

2) Bar a szepardbilis egyenlet egzakt, a fenti feltétel az egzaktsig ellen?rzésére sokkal szigoriibb mint a
szeparabilis egyenlet megoldhat6saganak feltétele.

Példak
Oldjuk meg az

(ye™ + cosx)dx + (€™ + chy)dy =0
differencidlegyenletet!

Mo.

Az egzaktisag jellemzése 6
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P . . a0
o) — oTY | o LY
8y(1”y) ¢"rryes Oz

(z,y) = ™ + zye™

Tehat egzakt. Az egyenlet els? integraljat megkapjuk, ha megoldjuk az

oF . oF .
—(z,y) = ye™ + cos z, —(z,y) = ze™ + chy
oz * Ay

parcidlis differencidlegyenlet-rendszert.
Az els? egyenletb?l:
F(x,y) = e +sinz + C(y)
A masodik egyenlet miatt:
ze™ + C'(y) = ze™ + chy
azaz
C'(y) = chy
Innen a C(y)-ra egy partikuldris megoldas:
C(y) = shy
Azaz
F(z,y) = €™ +sinx +shy
Ez valéban teljesiti a grad F = [P,Q] feltételt, igy az els? integral:

e™ +sinz +shy =C

Feladat. Oldjuk meg az y'=(ycos(xy)+1)/-xcos(xy) az y(1)=0 kezdeti feltétel mellett! Mo. (ycos(xy)+1)dx +
xcos(xy)dy=0 Integraljuk mindkét fiiggvényt: F(x,y)=x+ysin(xy)/y+C,(y)=xsin(xy)/x+C,(x). Innen
F(x,y)=sin(xy)+x. Ez val6ban megoldas és az implicit dltaldnos megoldas sin(xy)+x=C. A kezdeti feléttelt
kielégit? megoldas: sin(xy)+x=1, ahonnan egy lokdlis megoldds az x (0,2)-beli: sin(xy)=1-x, xy=arc

sin(1-x), y(x)=arc sin(1-x)/x

1. gvakorlat
3. gvakorlat

Példak
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