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Allandé egyiitthatés linearis differenciglegyenlet
Csak a mésodrend? esetet targyaljuk:

ay” +by' + cy = h(x)
haa,b,c R

Ilyenkor a homogén egyenlet megolddsat az a >+b +c=0 karakterisztikus egyenlet megoldasébol szarmazo
gyokokb?l szdraztatjuk (bizonyitdsa a bizonyitdsok kozott).

AM#FMER yu(z) = C1eM + Che™®

M=X=AceR ygylz) = CLe™ + Coze™®

AMap=ax8ieC yy(x)=Ce" cos(fz) + Cye™” sin(fz)

Az inhomogén egyenlet megoldasat a kovetkez? alakban keressiik. Ha az inhomogén tag az alabbi alakban
frhat6

hiz) = €™ (p(x) cos(bx) + q(x) sin(bzx))

ahol p(x) és q(x) polinomok és a a+ib  C szdm m szeres gyoke az a 2+b +c karakterisztikus polinomnak,
akkor az ¥p(%) partikularis megoldasra a feltevés:

Yp(x) = "™ (P(x) cos(br) + Q(x) sin(bx))
ahol P(x) és Q(x) olyan polinomok, hogy deg P(x)=deg Q(x)= max{deg p(x), deg q(x)}.

Ha nincs kiils? rezonancia, akkor az aldbbi "http://wiki.math.bme.huszimbolikus"http://wiki.math.bme.hu
tablazat sig, hogy az inhomogén tag (gerjesztés) ismeretében milyen alakban keressiik a partikularis
megoldast. (Ha van kiils? rezonancia, akkor annyiszor szorozzuk meg x-szel ezt az értéket, hogy az mar
éppen linedrisan fiiggetlen legyen a homogén alapmegoldasokt6l.)
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Rezonanciak
Ly + 9y = sin(3z)
Mo A2+ 9 =0 gpay M2 = 30
yu(x) = O cos(3z) + Cysin(3x)
Mivel
h{z) = sin(3z)

ezért a + bi = 3i egyszeres megoldasa a karakterisztikus egyenletnek, m=1 és az altalanos P(x), Q(x)
polinomok konstansok: A,B, igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat az

Yp(z) = Az cos(3z) + Basin(3x)
alakban keresend?.
" g 2
2. Y —dy tdy=e
2 ) —
Mo. AT — 4 +4 = D, azaz /\LQ 2. Innen
v 2z 2r
yulz) = Cie™ + Cyxe
Mivel
h(z) =
ezért a = 2 kétszeres megoldasa a karakterisztikus egyenletnek, és ezért m=2 az altalanos P(x), Q(x)

polinomok koziil csak P(x) marad, mert b=0 1évén Q(x) kiesik, de P(x)=A allandd, igy az inhomogén
egyenlet egy partikuldris megoldasat az

(z) — Axe™

alakban keresend?.

3 Y =3y + 2y = xe”

Mo A= 3A+2=042, M2 =1 2 e
yu(z) = C1° + Coe™

Mivel

hiz) = re

ezért a = 1 egyszeres megolddsa a karakterisztikus egyenletnek, és ezért m=1 az 4ltaldnos P(x), Q(x)
polinomok koziil csak P(x) marad, mert b=0 1évén Q(x) kiesik (sin(0)=0), de P(x)=Ax+B els?fokd, mert

Rezonanciak



Matematika_A3a_2008/4._gyakorlat

p(x)=x (hiszen cos(0)=1 és ez megmaradt), igy az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasa az
Yp(z) = x(Ax + B)e®
alakban keresend?.

Allandé egyiitthatés els?rend? inhomogén linearis
differencialegyenletrendszer

Az

x(t) = A -x(t) + b(t)

egyenletrendszerben A konstans valés matrix, b(t) vektorfiiggvény. Csak azt az esetet vizsgaljuk, amikor
A-nak vannak fiiggetlen sajatvektorai.

A homogén egyenlet megolddsat az igy nevezett matrix alapmegolddsbdl allitjuk el?. Keresiink tehat olyan

W)

matrixfiiggvényt, melyre:
U(t)= A ¥t

Belatjuk, hogy erre az A métrix 512 sajatvektoraibdl dsszerakott

matrixfiiggvény, alkalmas, ahol persze As; = Ajs; (i=1;2). Ugyanis

_ | | | |
W(t) = | erbsy Apelsy| = [eMBAs) eMbAsy | = AU(t)

Ilyenkor pedig a megoldés tetsz?leges € konstans 4ltaldnos vektorral:

| | Aqt Aot
. ClLET 811 + o€ 591
x(t) = U(t)-c = |eMtg, eMig,| .= | L
(®) (*) |L |2 creMis)y + cae™?isy,

Az inhomohén egy partikularis megolddsat a kovetkez?képpen keressiik meg. Feltessziik az 4llandé6 varidlasa
mddszerével, hogy

x,(t) = W(t) - c(t)
Ezt behelyettesitve az inhomogén egyenletbe kapjuk, hogy

(W(t)-c(t)) = AW(t) -c(t) + b(t)

Allandé egytthatés els?rend? inhomogén lineéris differencialegyenletrendszer 3
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W(t)-c(t)+ (L) - e(t) = AU(t) - c(t) + b(t)

De mivel tudjuk, hogy (1) = A W(t) e

A-W()-ct) + (1) - &(t) = AT(t) - c(t) + b(1)
Ezért kiejtve, amit ki lehet, csak az

(1) é(t) = b(t)

paraméteres egyenletrendszert kell megoldani c ':t:' -re.

Példak
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4.

Mo.
] . i
Ty =21+ 319 + €
Ty = 31 + 279
Homogén:

T = 21 + 319
Ty = 31 + 229

2 3
3 2
karakterisztikus polinomjanak megolddsai: =-1;5

Sajitvektorai rendre: (1,-1), (1,1) ezekb?l a megold4s. Innen

e—i EEt

'LI"'Cf) - (_E—t Es:)
E,—t E-Et cy
zr(t) = el _ o) Feal o ) = 00O {

Inhomogén:

U(t)-c(t) = (E{;)

Gauss--Jordan-nal:

és

Példak
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3. gvakorlat
5. gvakorlat
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