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Komplex integral

Gorbék a komplex sikon

Haa C-beli halmaz olyan, hogy van olyan G:[a,b]— C, t+— z(¢) folytonos, veges sok kivetellel
folytonosan differencidlhaté fuggveny, aminek az ertekkeszlete , akkor -t gorbének nevezziik. A  gorbe

egyszer?, ha nem metszi at sajat magat, azaz minden 7, t,-re, ha z(¢)) = z(¢,), akkor #, = t,. G zért, ha z(a) =
z(b). A gorbe t-beli irdnyvektordn a

(t) = 2(t) +ig(t)
komplex szadmot értjiik.
Tobb parameterezes is elo tudja allitani a  gorbet. Ezek kozul kettot, a z,-et es a z,-t ekvivalensnek
nevezunk, ha van olyan g:[a,b]— [c,d] folytonos valos fuggveny, ami (a,b)-n differencialhato, g>0 es
<2 = 2199 Az osszes parameterezesek halmaza ket osztalyra esik szet, ezek a gorbe ellentetes
parameterezeseit adjak.
Példak

1. Legyen ¢ [a,b]-re z(r) = x(¢) + iy(¢) olyan, hogy x(?) = x, + w,t €s y(?) = y, + w,t, azaz z(f) = z, + wt. Ekkor
z(?) egy egyenes szakasz.

Es ekkor:
Z(t) = w

2. Az origé kozéppontd R sugard kor:
Z(f)=Rei't [0,2 ]

Hiszen ekkor a kor egyenlete:
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x(t) = Rcos()
() = Rsin(?)

ahonnan a komplex frdsmddban
z(t) = x(¢) + iy(t) = Rcos(t) + iRsin(f) = R(cos(¢) + isin(?))
ami az Euler-formula alapjén:
z(t) = Re't
Es ekkor a deriviltja:
i(t) = Rie"
hiszen
2(t) = Rcos(t) 1 sin(t) = —Rsin(t) + iR cos(t) = i(Risin(t) + Rcos(t))
Ha a kor kdzéppontja z, = x,, + iy, akkor

x(1) = Reos(1) + x,
y(t) = Rsin(?) + y,

azaz
() = Re' + z,
Komplex vonalmenti integral

Definicié. Ha G:[a,b]— C gorbe és f olyan komplex fiiggvény, melyre Ran(G) Dom(f), és f folytonos,
akkor beléthatd, hogy 1étezik a

> f(G) - Az — [ f(z)dz
i=1 G
n— oo
\"7,.3,' = G, \-/Sz S AZ;,'
|A21‘| — 0

hatérért€k, mely egy specidlis Riemann-kozelit?0sszeg hatarértéke. Itt a gorbén kijeldltiik a véges sok z;
pontot, melyek a szigordan monoton (z,)-khez tartoznak a z, = z(z,) definicidval. Ezen [z(z),z(%; , |)]
gorbeszakaszokon beliil felvettiik tetsz?legesen a , kozbiils? pontokat, €s a Az.=[z(t,),z(, , |)] szakaszokkal
elkészitettiik az f( ;)Az; komplex szorzatokat. A hatarért€k ezek gorbére vett 6sszegének hatarértéke. Ez a
hatarérték az f fiiggvény G-re vett komplex integrélja.

Kiszamitasi formula. Beldthat6, hogy a fenti integrdl a kovetkez?kkel egyenl?:

Példak
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fo(:)d: =fo|[:(t]l) C2(t) dt

Megjegyzes A helyettesiteses integralas tetelenek felhasznalasaval belathato, hogy ez az integral fuggetlen a
parametertezestol, ha azok ugyanazt az iranyitast hatarozzak meg.

Megj. A kiszamitasi formulaban skalarvaltozos vektorerteku fuggveny integralja szerepel. Ezt a
kovetkezokeppen kell kiszamitani:

b
b )
(5 a- Lo
' b
/ fa(t) T at) dt

[

Példa

1. a) Legyen G a komplex egységkor pozitivan irdnyitva.

2 2

&
||
N
=
L=

Ahol a val6s Newton--Leibniz-formulat alkalmaztuk a komponensfiiggvényekre.

b) Integréljuk az

fiiggvény a z, kozéppontd R sugart pozitivan irdnyitott korre, azaz a | z — z, | = R egyenlet? gorbére.

Ekkor a gorbe paraméterezése:

=R+, 0=t <2m
0 27 I o7
1 1, o |
dz = — . iRe"dt = [ idi =1 dt = 27i
z— 2z He't
|z—zn|=R 0 0 0

2. Legyen G a z(t)=(1+2i)t, ahol t [0,1].

1

/Edz—j[l—?i]f-(l—|—21)dt—/5fdt—

&

o |

O

3. Legyen G a komplex egységkor fels? fele, pozitivan irdnyitva.

Komplex vonalmenti integral 3
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m ™

Egd:=/E_Eit-ie“df=/€-_”dt=l—(—l]|=2

|z|=1.1m(=z)=0 ] 0
Komplex Newton--Leibniz-formula

Ha az f komplex fiiggvény, olyan, hogy van olyan komplex differencialhat6 F, melyre F'=f, akkor azt
mondjuk, hogy az F az f primitiv fiiggvénye.

Komplex Newton--Leibniz-formula. Ha a nyilt halmazon értelmezett f komplex fiiggvénynek primitiv
fiiggvénye az F, akkor minden az f értelmezési tartomanydban halad6 G:[a,b]— C gorbére:

ff(:) dz — F(b) — Fla)

(Ha még nem tudjuk, hogy reguldris fiiggvény analitikus, akkor f-r?1 fel kell tenniink, hogy folytonos.)

- 1
f(z) =3

4.Legyen ~~. Mi az egységkorre az integrdlja?

primitivfiiggvénye f-nek, ezért

1

|z]=1

hiszen zart a gorbe, azaz a pr. fv. a kezd? és végpontban ugyanannyi.

Visszavezetés valos vonalintegralra es feluleti integralra

Az integrdl kifejezhet? vonalintegréllal. Ha ugyanis f=u + iv, akkor az f=(u,v) vektormez?nek olyan

differencidlforma szerinti integrdlja a komplex palyamenti integrl, mely az f=(u,v) vektor és a dz=(dx,dy)

infinitezimdlis elmozduldsvektor komplex szorzdsaként jon 1étre:

/f(:)d: /u,d.l' —vdy + 1 / udy + vdx
e

G G

Ebben a felirdsban az (u,-v) és (v,u) olyan segédvektormez?k, melyek vonalintegraljai adjak meg a komplex

integral val6s és képzetes részét. Tehat az integralt a

P- (%), 2 ()

Példa
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segédvektormez?k sikbeli vonalintegraljai

/Pdr-l—-iG/er

o

, —v , u
P-(0), 9 (5)

segédvektormez?k sikbeli feliileti integraljai

fP’df+-i/Q’df
B F

szolgaltatjak.

vagy

Itt érdemes feleleveniteni, hogy az v = (v,, v,) sikvektormez? feliileti integrdljat a (v, v,)(df,, df,)
"http://wiki.math.bme.hudifferencialforma"http://wiki.math.bme.hu integralasa adja. Itt az infinitezimalis
feluletelem (df,, df,)=(dy.-dx).

fvdf = /-L-'Ldy — vodx
F F ,

A N.--L.-tétel bizonyitasa. A vonalintegralra vonatkoz6é Newton--Leibniz-tétel (I. gradiens tétel) a
kovetkez?: ha folytonosan differencidlhatd, az értelmezési tartomdnydban haladé G gorge végpontjai: a és
b, akkor

fgrad $dr = ®(b) — P(a)

[

Ezt a segédvektormez ?kre fogjuk alkalmazni.

/f du—/uda—tdy—k?/udy—l—tda
G

o

/ud& — vdy + ?/'L-‘Cl.’lT—I— udy

o o

F= +i

f=F =0,P+i0,(—P) = u+ vi
f=F =08,(V)+id. (V) = u+ vi
grad ® = (u, —v)

grad U = (v, u)

Visszavezetés val6s vonalintegralra es feluleti integralra
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= /ud:r — vdy + -i/-i'd;r +udy = ®(b) — ®la) + i(V(b) — ¥(a))
e e

u,v folytonos differencidlhatésaga sajnos csak egy kés?bbi tétel kovetkezménye, miszerint reguldris fiiggvény
analitikus. Addig a tételben ideiglenesen ki kell kétniink, hogy f folytonos.

Tétel. Ha a D nyilt halmazon értelmezett f fliggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor f korintegralja
minden a D-ben halad6 zart gérbére nulla:

fre
[

Tovébbi informdciéhoz akkor jutunk, ha a tobbvéltozds analizis cirkuldciomentességi feltételeit vizsgéljuk.
Ehhez a vissza kell vezetni a komplex integrdlt a vonalintegralra.

Cirkulaciomentesség

Gauss-tétel
Lassuk el?szor Gauss-tétellel, hogyan kovetkeztethetiink a korintegral elt?nésére.

Gauss-tétel (R3-ra) Legyen v nyilt halmazon értelmezett C!-fiiggvény, V merheto, peremes térrész és legyen
ennek pereme a dV kifelé irdnyitott feliilet. Ha V a peremével egyiitt Dom(v)-ben van, akkor

jgv df = /diﬁ' v dV
av v

Megjegyzes. Az itt szerepl? fogalmak koziil néhanyrol besz€lniink kell.
Feliilet. Legyenek a :D, — R3 fiiggvények folytonosan differencidlhatéak és injektivek int(D,)-n, melyek
mérhet? tartoményok R2-ben. Ha a képeik egymaésba nem nyulok, azaz int( ,(D,)) int( j(Dj)) iires, hai#j,

€s a képek unidja Osszefiigg? halmaz, akkor U Ran( )-t el?4llitottuk paraméteres feliiletként.

Példaként emlithetjiik a kip paraméterezését:

(b sind cos ¢
ri(p,h) = ¢ hsindsing
\ h ha  [02 1ésh [0.H]
T COS
rao(, h) = { rsing
\ H , ha [0,2 Tésr [O,R]

ahol H a kip magassaga, R az alapkorsugara, a félkipszoge (z a tengelye, O a csicsa). Tehat itt a
paramétertartomanyok [0,2 ] x [0,H] és [0,2 ] x [O,R].

C!-ség. Ez azért kell, mert a térfogati integralt a D paramétertartomanyon a

Cirkulaciémentesség 6
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/di\'v dV = / div v(r(u,v,w))|J"(u, v, w)| dudvdw
Vv r— V)

képlettel szdmoljuk és ahhoz, hogy ez létezzen, ahhoz pl. az kell, hogy ne csak az r = r(u,v,w) legyen
folytonosan diff.-hatd, de a divergencia is folytonos legyen.

Gauss-tétel (R?>-re) Legyen D mérhet? peremes sikrész, melynek perme, azaz a dD halmaz kifelé irdnyitott

sikbeli feliilet. Ha v nyilt halmazon értelmezett folytonosan R-differencidlhaté és Dom(v) tartalmazza D
lez4rtjét, akkor

jo[vdf = /di\:‘ (v)dA
an D
ahol df kétdimenzios feliileti integralt jelol, dA pedig kétdimenzids tartomdnyi integralt.

Igy tehat a komplex vonalintegral kiszdmitasahoz csak a P' és Q' feliileti integraljat kell kiszdmitanunk,
amihez a Gauss-tételbeli divergencidkat kell kiszdmitanunk:

v Ju
divP = — — — =0
dr Jy
du Ov

divQ’ =

or Oy
Ami, a C-R-egyenletek miatt igaz.

Innen

8D
Stokes-tétel
Nézziik meg Stokes-tétellel is a bizonyitést.

Stokes-tétel (R3-ra) Legyen a nyilt halmazon értelmezett v vektorfiiggvény folytonosan differencidlhato, a
Dom(v)-beli F feliileten, aminek a oF pereme legyen szintén Dom(v)-beli és F-hez megfelel ?en irdnyitott
gorbe. Ekkor

i

j{‘vdrz frotvclf

aF F

Megjegyzes. A térbeli cirkuldciomentességre vonatkozo nevezetes tétel ezzel a tétellel kapcsolatos. Ebben az
esetben, bar az egyszeres Osszefiigg?ség nincs megkdtve Dom(v)-re vonatkozdlag, el?jon a
kovetkezményében:

Kovetkezmény. Ha az egyszeresen 0sszef?gg? U nyilt halmazon értelmezett v vektormez? folytonosan
differencialhat6, akkor az aldbbi harom kijelentés ekvivalens egymassal:

Gauss-tétel 7
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1. rot v elt?nik U-n,
2. minden U-ban haladé zart gorbén a v korintegralja nulla,
3. 1étezik v-nek U-n potencidlja, azaz olyan : U — R fiiggvény, melyre grad =v.

Itt az egyszeres Osszefiigg?ség azért kell, mert ilyen esetben a zart gorbéhez talalhat6 olyan feliilet, mely a
tartomanyban halad és pereme a gorbe.

Stokes-tétel (R2-re) Legyen a D sikbeli tartomany hatéra a dD zdrt gorbe, megfelel?en irdnyitva. Ha v
folytonosan R-differencidlhatd egy nyilt halmazon, mely tartalmazza D lezartjat, akkor

jf vdr = E[ rot(v)dA

a0

Ekkor csak a rotaciot kell kiszamitanunk:

th=%— —?T =10
Ay dr
dv Ou

rotQ) = By T

Ami, a C-R-egyenletek miatt igaz.

Mindezekb?] tehat kovetkezik, hogy ha a D peremes siktartomdny lezartjan az f komplex fiiggvény
(értelmezett és) analitikus, akkor D peremén az fintegrélja eltiinik. A kdvetkez?kben élesitjiik tigy a tételt,
hogy elegend? legyen feltenni benne, hogy f egyszer komplexen derivélhatd, egyszeresen dsszefiigg? nyilt
halmazon értelmezett és a gorbe egy benne haladé egyszer? zart gérbe.

Green-tétel

A sikbeli Stokes-tételt néha Green-tételnek is nevezik, ha az alabbi alakban van irva. Ez a kovetkez?. Legyen
a D sikbeli tartomany hatdra a dD zart gorbe, megfelel?en irdnyitva. Ha a (P,Q) sikbeli vektormez?
folytonosan R-differencidlhaté egy nyilt halmazon, mely tartalmazza D lezartjét, akkor

a( aP
jJ[Pd.T-l—Qdy: / 3{3 — %drdy

a0 o

HF: Bizonyitsuk be a tételt sikbeli normaltartomanyra, azaz olyan D-re, melyre:
D={(z,y)eR*|a<z<h ¢(z) <y<p(r)}
ahol minden x [a,b]-re (x)< (x).Itt , folytonosan differencidlhatd.

Goursat-lemma, Cauchy-féle integraltétel

Goursat ennél is mélyebb eredményt talalt:

Goursat-lemma. A T haromszoglapon reguldris f komplex fiiggvény integralja a haromszog hatdran nulla:

Stokes-tétel 8
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=

aT

Bizonyitas. A haromszoget osszuk fel 4 egybevago haromszogre: A=A, A, A, A,.Ha jol iranyitjuk a kis
haromszogek hatarat, akkor

Ji=[t+[r+[r+][s
A Ay Ag Az Ay

Ezt felulbecsulhetjuk a kovetkezovel:

!figgjf£4§?{f=ﬂ‘£f

most A(D-et bontjuk fel es folytatva a felosztast egy nullahoz tarto nagysagu haromszogekbol allo egymasba
skatulyazott (A®) haromszogsorozatot kapunk, mely egy ponthoz, a z,-hoz tart. A haromszogek kerulete
K/2", ha K az eredeti haromszog kerulete. Erra a sorozatra tovabba:

[r<a [
Y (]

igaz.
Most felhasznaljuk a komplex differencialhatosagot. Tetszoleges >0 szamra van olyan kornyezete z,-nak, es

a haromszogsorozatnak olyan N indexe, melyre az n-edik tagok mar a kornyezetben vannak es az alabbi
formulaban az | (z)l< :

f(z) = flz0) = f(20)(2 — 20) — £(2)(2 — 2z0)
Ezt integralva a haromszogre:
| [ f2) = | f f(z0)+f(z0)(z—20)+e(2)(z2—20) dz| = | [ e(2)(2—20) dz]
A‘EH} MAdn) A‘E”:'
Itt az utolso kifejezest az ivhossz integrallal felulbecsuljuk:
< / 1£(2)||(z — 20)| d|z] < eK2/a™
Almd
Mivel tetszoleges volt, ezert az integral eltunik.

Innen mér kdnnyen adddik a komplex analizis f?tétele, melyet el ?szor Cauchy modott ki ugyan csak
folytonosan diffhaté komplex fiiggvényre, de Goursat ezt megfejelte a gyengitett feltételével:

Goursat-lemma, Cauchy-féle integraltétel 9
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F?tétel. Ha a D egyszeresen Osszefiigg? tartomdnyon reguléris az f komplex fiiggvény, akkor a tartomanyban
minden zart G egyszeru gorbén a fiiggvény integralja nulla:

fre
=

Nehany topologiai fogalom

Egy D nyilt halmaz C-ben egyszeresen osszefuggo, ha benne minden zart gorbe pontra deformalhato. Ez
utobbi a kovetkezot jelenti. Azt mondjuk, hogy a :[a,b]— D zart gorbe a z, D-beli pontra deformalhato a D
tartomanyban, ha letezik olyan :[0,1]— Dl**! gorbe erteku fuggveny, melyre (1)= , (0)=z, konstans
gorbe es  az [a,b] es DI¢/] terek kozott hato folytonos lekepezes a szupremumnorma szerint.

Csillagszeru egy H halmaz C-ben, ha van olyan H-beli pont ¢ pont, hogy barmely H-beli z pontra a [cz]
szakasz H-ban van.

Pelda. Egy csillagszeru tartomany egyszeresen osszefuggo, mert a csillagpontra valo [0,1]-beli
aranyszammal parameterezett kozeppontos kicsinyites kepei alkotta parameteres gorbesereg ilyen.

Nehany topologiai fogalom 10
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