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Gorbe

A G R3(ill. R?) halmazt gérbének neveziink, ha van olyan / intervallum és p:I — G fiiggvény, mely
raképez G-re és differencidlhatd. Sokszor (pl. a komplex analizisben) megengedjiik, hogy a p fiiggvény bar
folytonos legyen, de véges sok helyen ne legyen differencidlhaté (szakaszonként differencidlhat6 gorbe). A G
gorbe esetén a p fliggvényt paraméterezésnek is nevezziik és sokszor p helyett egy r = r(¢) képlettel
hivatkozunk ré. Itt a r a valtozd.

Implicit megadasi gorbe
Sikgorbe

Gorbét megadhatunk a sikon egyenletével:
G ={(z,y) | F(z,y) = 0}
Paraméterezésre két lehet?ségiink van. Az implicitfiiggvény tétel és valamely addhok mddszer.

Az implicitfiiggvény tétel esetén alkalmas pont (a,b) kdzelében az egyik valtozdt paraméternek
vélaszthatjuk, mondjuk x = ¢, a masikat #-vel valod kifejezhet?ségét az implicitfiiggvény tétel adja: y =
fr) és F(LE1)=0, igy p(H)=(tLy(1)).

Az addhok mddszer jellegzetes alaki F fiiggvényekre ad alkalmas megolddsokat tgy, hogy 1étezzen
pl — G, t+— (x(2),y(t)) raképezés, melyre

F(x(n),y(n) =0

minden t-re.

2 2
1. feladat Adjuk meg az T+ 4y =2 egyenlet? gbrbe néhany paraméterezését!

Mo. "http://wiki.math.bme.huPoldrkoordinétdk"http://wiki.math.bme.hu A cos’t + sin’t = 1
azonossagot kell médositani alkalmas médon.
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"http://wiki.math.bme.huExplicit"http://wiki.math.bme.hu Egy masik szakaszonként értelmezett
paraméterezéshez jutunk, ha az implicitfiiggvény tétel szellemében kifejezziik az egyik valtozot:

[ V2, +v72]
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2. feladat Adjuk meg az Tty =4 egyenlet? gorbe {vhossz-paraméterezését!

Mo. Kor esetén a t polarkoordinatabdl dgy lesz s ivhossz, hogy beszorozzuk a kor sugaraval: s = 2.
Ekkor
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Térgorbe
Térben a gorbét két egyenlettel adhatunk meg:
['={(z,y) | F(z,y,2) =0, G(a,y,2) = 0}
Ekkor is hasznalhaté az implicitfiiggény tétel, persze ezt csak kell? koriiltekintéssel lehet csak alkalmazni.

Példaul alkalmas (a,b,c) pont kézelében az egyik véltoz6, mondjuk az x tetsz?legesnek tekinthet? és
a tobbi ezzel a tétel alapjan kifejezhet?: x =t és y = f(t), z = g(1).

3. feladat. Adjuk meg az
T

> = arcsin —

2 2 2

T +y =4

egyenletekkel megadott els? térnyolcadba es? gorbe egy paraméterezését!

Célszer? az x = 2 sin t helyettesitéssel prébalkozni. Ekkor y =2 cos t és z =¢.
Explicit megadasua gorbe, kisér? triéder
Egy

v = x(t)

differencialhat6 paraméterezés derivaltja a sztenderd (i,j,k) bazisban azonosithaté a Jacobi-matrixaval:

Ar(0)] = I (t) = |a(6) | = #(t)

Sikgdrbe
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A derivalt az érint? irdnyvektordval azonosithatd, ha az nem nullvektor. Ha nullvektor, akkor a gorbének
aszerint a paraméterezés szerint nem létezik érint?je, de mas paraméterezés szerint mg 1étezhet.

A derivalt szintén I — R3 fiiggvény, mely tovébb derivélhatd, ha az r(r) maga kétszer derivalhaté volt, ...

A tovabbi vizsgalatok val6jadban nem szétvalaszthatak a mechanikétdl. Az derivaltvektor egyben sebesség is,
a masodik derivélt egyben gyorsulds is. A masodik derivalt érint?re mer?leges komponense a centripetalis
gyorsulds (kor kézéppontja felé mutatd gyorsulds):

= T érint?vektor, a normalsik normalisa
T

r ]X I' binormalis vektor, a simulésik normélisa
D X T

P

o<

o)
A
o

fnormalis, a rektifikald sik normalisa

A simul6kor sugara a centripetdlis gyorsuldsb6l adddik:
2
2
Qep = R
'1’2 |r|3
R=—=_"_ G —

_ 1
Qep |I‘ . I‘| a gorbiilet a sugér reciproka: R

4. feladat. Adjuk meg az

33—t
(t* = 1)i+tj+ (3—1)k)

]
Py
~
—
|

gorbe kisér? triéderét a t paraméterértékhez tartoz6 helyeken! Hol parhuzamos az érint? az x + 2y + 4z =4
sikkal?

Mo.
2t 2 2t 2 0
r(t)= | 1| ¥(t)= |0 b=1]1] x [0] = |2
—1 0 —1 0 2
végiil a fnormalis:
0 2t !
n= 2| x| 1|=|—4t
2 —1 4t

Az érint? parhuzamossagéanak feltétele, hogy a sik normdalvektorara r(t) derivaltja mer?leges legyen

1-2t+1-244-(=1)=0 ¢ _

Explicit megadasu goérbe, kisér? trieder
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Ivhossz

Gorbe ivhossza az ivhossz integralok egy specidlis tipusa.

L :/|dr|
G
I = /f(r‘) |dr

f(r) pontonként szamérték? fliggvény integralja: G

ivhossz:

Kiszdmitdsa (ha a G gorbe egy paraméterezésének kezd? €s végpontja 1, és 1,)

t2
L-:/|dr = / le(t)|dt
G t=ty

5. feladat Szamitsuk ki a 3. feldatbeli gorbe ivhosszat! Hol maximadlis a gorbiilet?

Mo. (Paraméterezassel) Paraméterezése:

-

2sint 2cost
r(t) = [2cost i(t) = | —2sint
ahol t e [0’ 7‘_/2] , 1
(1) = VA+1=V5
w2
. DT
[E()]dt = =
0

f—

(Szimmetridkkal) A dr elemi érint?vektor mindenhol 1 irdnytangens? szogben hajlik az [xy] sikhoz, erre es?
vetiilete pedig mindig ugyanakkora. A ivhossz tehat egy derékszog? haromszog atfogdja.

"
Ivhossz paraméterezésben a gorbiilet az |I‘ (b ) | mennyiség. t:0->2 , akkor s:0->10 , azaz t=s/5.

Feliiletek

6. Paraméterezziik az aldbbi implicit megadasu feliileteket:

2% 4o = 22
2 2

4y ==z
2+ 4y = 2

Mo.

ivhossz
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T+ COS - Cos P T+ COS
r(r,p) = | rsing | r(r,p)= | rsing | r(rp) = | 5sing
r r? r?
7. Paraméterezziik a

t
. N
r(t) = |t°
£3

Mo.
t [ 1
ro(t) =r(t) = [t?| v(t)=1(t) = | 2t
t 3t
t+ s
r(t,s) =rg(t) + sv(t) = | t? + 2ts
3+ 3t25_
Hazi feladatok

1. Hatarozza meg az

14+t t
t=t2. .
r(t) i+ — =i+

gorbe azon pontjabeli érint?egyenesének egyenletrendszerét, mely a t=1 értékhez tartozik!

2. Mely pontokban parhuzamos a

r(t) = t°i + t'j + t°k
gorbe érint?je az x+2y+3z=0 sikkal?
3. Hatdrozzuk meg a

r(t) = §t3i + 2% + 2tk

gorbe azon pontjait, melyekben az érint? 307-os szdget zar be az x=y=z egyenessel!

4. Hatdrozzuk meg a

r(t) = €' costi+ e'sintj + ek t € [0,2]

FelUletek
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gyorbeszakasz {vhosszat!

5. Hol van az alabbi gorbe gorbiiletének és torzidjanak széls?értéke?
r(t) = costi + sintj — t’k
6. Paraméterezziik a z ill. az y tengely koriil korbeforgatott z = y? parabola altal kirajzolt feliiletet!
7. Paraméterezziik az
r(t) =ti+t’j+k
gorbe érint?egyenesei altal kirajzolt feliiletet!
8. Mely pontokban parhuzamosak ill. mer?legesek az
r(u,v) = (u® 4+ v*)i + uvj + cosucosvk

feliilet pontbeli "http://wiki.math.bme.hukoordinétavonalai"http://wiki.math.bme.hu (az dr/du és dr/dv
vektorok)?

9. Mely pontokban parhuzamos az xyz=1 egyenlet? feliilet érint?sikja az x+y+z=>5 sikkal?

Hazi feladatok
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